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1. Современные программные средства конечно-элементного анализа
1.1 Классификация систем автоматизированного проектирования 
На современном этапе процесс проектирования сложных технических систем невозможно себе представить без широкого использования компьютерной техники и соответствующих систем автоматизированного проектирования (САПР). Все разновидности и различия в функционировании САПР можно рассматривать по следующим признакам [8-10]:
· Область использования системы автоматизированного проектирования.
· Целевое назначение системы.
· Масштаб системы.
· Характер базовой подсистемы ядра САПР.

По областям использования различают:

1. Системы общего машиностроения: Pro-Engineer и др.

2. САПР архитектуры и строительства: Arcon, Archicad, Allplan, Abis-3D и др.

3. САПР радиоэлектроники: PCAD и др.

По целевому назначению можно выделить:

1. Конструкторские или CAD-системы (Computer Aided Design): AutoCad, Компас и др.
2. Системы функционального проектирования или CAE-системы (Computer Aided Engineering): Ansys, Nastran и др.

3. Технологические САПР или CAM-системы (Computer Aided Manufacturing): Pro-Engineer и др.
4. Комплексные системы.

По масштабам различают:
1. «Тяжелые» САПР, такие как Unigraphics, Solid Edge, Pro-Engineer, CATIA и др.
2. «Легкие» САПР, такие как AutoCAD, Компас, Кредо и др.

3. «Среднемасштабные»: Cimatron, MicroFE и др.

Наконец, по характеру базовой подсистемы можно определить следующие группы:
1. Самостоятельные САПР (на базе одного пакета), такие как Nastran, Ansys и др.
2. Системы надстроечного типа на базе подсистемы машинной графики, CAM-системы или СУБД (Speedikon, Auto-FEA на базе AutoCAD).

3.  Комплексные САПР.

Программные средства, основанные на методе конечных элементов (МКЭ), относятся к системам функционального проектирования (CAE) и составляют основную часть таких систем, что определено следующими причинами:

· наличием мощной вычислительной техники, позволяющей создавать физические модели сложных объектов и систем;

· универсальностью самого МКЭ, применимого для задач прочностного анализа, теплофизики, расчета акустических, электромагнитных полей и т.д.

· адекватностью создаваемых МКЭ моделей поведению реальных объектов.

Основными задачами применения данных систем при проектировании строительных объектов являются:

· анализ строительной конструкции на прочность с целью подбора свойств материалов, геометрических размеров элементов конструкции, типа и геометрии фундамента для невозможности реализации процессов разрушения, потери устойчивости или неупругого поведения конструкции;

· расчет собственных частот колебаний конструкции для предотвращения резонансных режимов ее динамического поведения;
· расчет конструкции на сейсмическую или ветровую нагрузку;
· расчет оптимальных акустических характеристик концертных залов, аудиторий за счет подбора формы помещений, отражающих свойств материалов и т.д.

· теплофизический анализ помещений в условиях интенсивного тепловыделения.

1.2 История развития и возможности современных МКЭ комплексов

Первые программные комплексы, в которых был реализован МКЭ, относятся к 60-м годам прошлого века. Среди них можно выделить Aska, Strudl-II, Sap-IV, Sesam-69 и др. В это же время появляются программные средства, занимающие лидирующие положения области коммерческого использования МКЭ и в настоящее время. Это, в первую очередь, Ansys, Nastran, Cosmos, Mars и др. Их появления было связано с потребностями аэрокосмической отрасли США и проектами по использованию ядерных технологий. Начиная с середины 70-х годов несколько десятков программных комплексов МКЭ появилось и в СССР. К их числу относятся: Мираж, Море, Каскад-2, Прочность-75, Парсек, Лира и ряд других программ. В этот период программы по МКЭ использовались на «больших» ЭВМ типа IBM-360, 370 в пакетном режиме. В дальнейшем эти программные комплексы были реализованы для ряда компьютерных платформ, в том числе станциях Sun, а с конца 80-х годов на IBM-совместимых компьютерах. Появление интерактивных графических возможностей ЭВМ позволило вывести данные комплексы на качественно иной уровень: соединить графический образ объекта с процессами манипулирования его формой, свойствами материалов, оценкой напряженно-деформированного состояния, и тем самым ускорило процесс проектирования объекта в десятки раз. Среди современных МКЭ комплексов, имеющих распространение среди проектных организаций, строительных и производственных корпораций, а также в ВУЗах можно выделить: Abaqus, Adina, Ansys, MSC/Nastran, Cosmos, SAP-7, LS-Dyna, StarCon, Scad и др.
Общие возможности некоторых МКЭ-программ показаны в таблице 1.

Таблица 1
	Типы задач
	Название программы

	
	ABAQUS
	ADINA
	ANSYS
	COSMOS
	MARS
	NASTRAN
	SAP-7

	Статические нагрузки
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Динамические нагрузки
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Учет геометрической нелинейности
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Устойчивость
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Расчет разрушений
	+
	+
	+
	+
	+
	-
	+

	Учет зон контакта
	+
	+
	-
	+
	+
	+
	+

	Учет температурного поля
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Взаимодействие с жидкостью
	-
	+
	+
	+
	-
	+
	-

	Свойства материала

	Изотропность
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Ортотропность
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Анизотропность
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Упруго-пластичность
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Нелинейная упругость
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Вязко-упругость с ползучестью
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	-

	Композит
	-
	+
	+
	-
	-
	-
	+

	Грунт
	+
	+
	-
	-
	+
	-
	-

	Бетон
	-
	+
	+
	-
	+
	-
	-


Выбирая то или иное средство проектирования по МКЭ, следует придерживаться следующих критериев оценки качества его функционирования:

· используемость программного средства;
· поддержка и сопровождение программы со стороны организации-разработчика;
· наличие большого количества тестовых примеров, показывающих адекватность работы программы;
· наличие литературы по использованию программного средства;
·  коммерческая доступность программы.

Здесь по большинству критериев выделяются программные комплексы Ansys и MSC/Nastran. В строительной отрасли хорошо себя зарекомендовали: MicroFE, STARK, SCAD, Лира, Мономах и др.

1.3 Общая характеристика системы Ansys
Фирма ANSYS, Inc (США) была основана доктором Джоном Свенсоном в 1970 году с целью создания коммерческих программных средств на основе конечно-элементного анализа. Сегодня пакет Ansys является одним из наиболее развитых и используемых во всем мире. На его базе впервые появилась реализация для персональных ЭВМ. Он был первым продуктом для исследования связанных задач физики, механики, гидроаэродинамики.

Основными отличительными чертами программы Ansys, отражающими ее достоинства, являются:

· Ansys – многоцелевой программный продукт, позволяющий комплексно решать проектные задачи от дизайна конструкции до ее промышленного производства (CAD(CAE(CAM).
· Ansys – это более 50 программных конфигураций пакета, предоставляющих пользователю только ему необходимые функциональные возможности.
· Ansys реализован для большинства компьютерных платформ и соответствующих операционных систем.
· Ansys предоставляет возможности использования порядка 200 типов конечных элементов, в том числе элементы, создаваемые пользователем.
· Ansys – открытая по архитектуре система, позволяющая дополнять свои функциональные возможности процедурами на языке Fortran.
· Ansys постоянно совершенствуемая среда проектирования, пополняемая новейшими достижениями физики, механики и вычислительной математики.
· Ansys имеет более 200 верификационных примеров использования программы и сравнения результатов с известными аналитическими.
· Система помощи пакета объединяет интерактивную помощь в процессе моделирования объектов и хорошо структурированную гипертекстовую систему помощи, включающую элементы теории и описание алгоритмов.
· Это программное средство имеет наиболее дружественный пользовательский интерфейс, объединяющий различные системы меню, инструментальные панели управления, командную строку, развитый оконный интерфейс.
· Ansys имеет различные режимы работы: интерактивный, позволяющий наиболее полно раскрыть возможности визуального графического проектирования, и пакетный, необходимый для оптимизации времени проведения вычислений.
· Программа Ansys позволяет учесть разнообразные конструктивные нелинейности, дает возможность решения самого общего случая контактных задач, допускает наличие больших (конечных) деформаций и углов поворота; позволяет учесть предварительные напряжения, а также сопрягать результаты расчетов для различных типов анализа конструкций.
· Средства твердотельного моделирования Ansys включают в себя представление геометрии, основанное на использовании сплайновой технологии NURBS, геометрических примитивов и операций булевой алгебры.
· Язык параметрического программирования APDL системы Ansys делает работу с ней наиболее гибкой, позволяет оперативно изменять геометрию модели и ее физические параметры.
· Ansys имеет развитые средства оптимизации модели от оперативного перестроения сетки конечных элементов, использования методов подмоделей и подконструкций (суперэлементы) до выбора оптимальных геометрических и физических параметров конечно-элементной модели в соответствии с заданным критерием.
2. Теоретические основы метода конечных элементов. Общие положения

2.1 Основные свойства МКЭ

Основные методы анализа поведения строительных конструкций можно разделить на аналитические и численные. К первой группе относятся методы, основанные на интегрировании дифференциальных уравнений равновесия (движения) элементов конструкции при различных условиях их деформирования: плоской, осесимметричной, пространственной деформации. Точные аналитические методы практически применимы лишь в случае небольшого количества элементов, составляющих конструкцию. В этом случае используют хорошо разработанные в строительной механике метод сил и метод перемещений в матричной форме [1]. Для определения первых собственных частот колебаний применяются более простые приближенные методы расчета на основе вариационного исчисления. Здесь следует отметить вариационные методы Лагранжа, Кастильяно, Ритца, метод Галеркина, метод Остроградского-Гамильтона [2].

Для сложных пространственных конструкций наиболее просто применить численные методы анализа, основными из которых являются методы граничных элементов (МГЭ) [3], метод конечных разностей (МКР) и метод конечных элементов (МКЭ) [4-7]. В связи с бурным развитием вычислительной техники основным методом расчета современной строительной механики стал МКЭ. Математические основы данного метода были впервые сформулированы Р.Курантом в 1943 г., а термин “конечный элемент” впервые был введен Р.Клафом в 1960 г. 

Преимуществами МКЭ, обусловившими его широкое использование, стали:

· Возможность применения для областей со сложной геометрией и неоднородными физическими свойствами.

· Варьирование размерами конечных элементов и использование адаптивного разбиения области.

· Применение к задачам с различными типами граничных условий, в том числе смешанными.

· Возможность использования различных типов анализа: от прочностного статического до анализа устойчивости конструкций.

· Применимость к задачам различной физической природы, в том числе со связанными механическими, электрическими и тепловыми полями. 

Основная идея МКЭ заключается в разбиении конструкции на конечные части (элементы). На каждом элементе исследуемая физическая величина аппроксимируется кусочно-непрерывной функцией, значения которой определяются в заданном конечном числе точек (узлов) рассматриваемой области. 

2.2 Этапы применения МКЭ

Определяющими этапами применения МКЭ к анализу поведения строительных конструкций являются:

1. Дискретизация конструкции: разбиение ее на конечные элементы, определение узловых точек. Полученная система узлов и элементов называется конечно-элементной моделью конструкции.

2. Выбор аппроксимирующих функций на элементе для кинематических характеристик точек конструкции (степеней свободы): перемещений и углов поворотов. Определение зависимости констант данных функций от значений в узлах.

3. Формирование матрицы жесткости элемента, связывающей значения узловых перемещений и поворотов со значениями усилий в узлах элемента. Формирование матриц масс и сопротивлений элемента.

4. Получение из локальных функций элементов кусочно-непрерывной функции, определенной на всей области. Формирование глобальных матриц жесткости, масс и сопротивлений конструкции.

5. Решение полученных дискретных уравнений равновесия или движения относительно неизвестных в узлах.

6. Вычисление характеристик напряженно-деформированного состояния на элементах через узловые перемещения и повороты.

Рассмотрим содержание данных этапов более подробно.

2.2.1 Дискретизация конструкции
Дальнейшее изложение материала лекции проведем для наиболее простого случая стержневой ферменной конструкции. Каждый из стержней данной конструкции разбивается на отдельные элементы. Чаще всего используют элементы с двумя узлами: в начале и конце элемента. Элементы и узлы нумеруются (рис. 1).
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Рис. 1
Для каждого элемента его физические и геометрические свойства считаются неизменными. Стержневые элементы могут быть двумерными или трехмерными. Для двумерного элемента в случае прочностного анализа в каждом узле вводятся 3 степени свободы: 
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 – перемещения в направлении осей 
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 и 
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 – угол поворота вокруг оси 
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Рис. 2
Для трехмерного элемента для каждого узла имеем 6 степеней свободы: три поступательные – 
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 и три вращательные – 
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Важно отметить, что ферменные конструкции предполагают шарнирное соединение стержней друг с другом, в то время как рамы соответствуют жесткому соединению стержней с непрерывностью в узлах сочленения всех шести степеней свободы. Отсюда при разбиении на элементы ферменных конструкций для каждого из смежных стержней должен создаваться собственный узел в месте сочленения при дальнейшем объявлении общими только поступательных степеней свободы в них.

2.2.2 Выбор аппроксимирующих функций
На каждом элементе неизвестные функции аппроксимируются полиномиальной зависимостью. Для стержневых или одномерных элементов полином зависит от одной переменной, определяющей положение сечения стержня вдоль его оси. Пусть в локальной системе координат стержневой элемент занимает область 
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, положение узлов которого соответствует концам данного отрезка.

Для линейных элементов в качестве функций формы принимаются полиномы первой степени вида (рис.3):
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Рис. 3
Тогда неизвестная функция представляется в виде линейной комбинации:
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где константы 
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 соответствуют ее значениям в узлах.

Квадратичные или лагранжевы элементы определяются аппроксимационной зависимостью:
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где функции формы имеют вид
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и представлены на рис. 4.
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Рис. 4
Кубические или эрмитовы элементы используют полиномы третье степени для представления неизвестной функции (рис. 5):
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Рис. 5
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Существенно, что эрмитовы элементы, в отличие от линейных и лагранжевых, обеспечивают за счет выбора коэффициентов 
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 непрерывность перехода от элемента к элементу не только самой функции 
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, но и ее первой производной.

В некоторых программных комплексах расчета по МКЭ используются элементы более высокого порядка, так называемые p-элементы. Повышение порядка аппроксимации на элементе дает возможность применения при заданной точности вычислений более крупной сетки узлов разбиения конструкции. 

2.2.3 Формирование матрицы жесткости элемента на основе прямого подхода

Построение матрицы жесткости элемента соответствует определению связи между узловыми значениями перемещений и сил. В основе такой связи лежат уравнения равновесия (движения) элемента или эквивалентные им соотношения.

Пусть 
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 – вектор узловых перемещений элемента длины 
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, где 
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 – количество узлов на элементе, 
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 – количество степеней свободы в каждом узле. 
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 – вектор узловых усилий. Тогда связь между данными векторами может быть получена в виде системы линейных уравнений вида:


[image: image33.wmf][

]

{

}

{

}

e

e

e

F

u

K

=

×

,

где матрица 
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 носит название матрицы жесткости элемента.

Методы построения матрицы жесткости, основанные на непосредственном удовлетворении уравнения равновесия элемента, называются прямыми. 

Однако в большинстве случаев для краевой задачи о равновесии элемента можно построить эквивалентную ей интегральную формулировку. Интегральная формулировка может быть проекционного или вариационного типа. 

Наибольшее распространение среди методов проекционного типа для получения матричных характеристик элементов получил метод взвешенных невязок в форме метода Галеркина с использованием ортогональности функций формы в гильбертовом пространстве и метод наименьших квадратов, в котором минимизируется квадратичная форма ошибки уравнений равновесия и граничных условий.

Методы вариационного типа связаны с исследованием на экстремум некоторого функционала, эквивалентного решению краевой задачи в дифференциальной форме. Здесь широко применяется принцип возможных перемещений с минимизацией полной потенциальной энергии тела.

В силу простоты элементов для стержневых конструкций рассмотрим пример непосредственного получения матрицы жесткости стрежневого элемента, подверженного деформации растяжения-сжатия.
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Рис. 6
Пусть элемент длины 
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, площадью поперечного сечения 
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 и модулем упругости материала 
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 растягивается осевыми усилиями в узлах 
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 и 
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 (рис. 6). Неизвестной на элементе является функция продольного перемещения 
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. Для построения матрицы жесткости элемента используем линейную аппроксимацию:
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здесь 
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 – вектор узловых перемещений.

Отсюда легко определить относительную деформацию стержня:


[image: image44.wmf]l

u

u

dx

x

du

2

)

(

1

2

-

=

=

e

.

Для определения связи векторов 
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 – нормальное напряжение, 
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 – продольное усилие в сечении стерневого элемента. Выбирая в качестве сечений положения 
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Отсюда матрица жесткости элемента имеет вид:
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2.2.4 Формирование глобальных матриц жесткости конструкции

Этап формирования глобальной матрицы жесткости стержневой конструкции является одним из самых ответственных, поскольку во многом определяет успех решения получаемых систем линейных уравнений относительно глобального вектора узловых неизвестных. В этом случае большое значение имеет порядок нумерации узлов в глобальном списке. Поэтому многие программные продукты МКЭ при формировании матрицы жесткости конструкции включают в себя процедуры перенумерации узлов, а также конденсацию систем уравнений за счет удаления лишних степеней свободы в узлах элементов конструкции. 

Рассмотрим формирование глобальной матрицы жесткости на примере.

Пусть 
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 – полный вектор узловых перемещений конструкции. 
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 – соответствующий вектор узловых усилий. Матрица жесткости конструкции 
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определяется из соотношения:
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Исследуем конструкцию из 2-х стержней равной длины 
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 из одного материала с модулем упругости 
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, площадями поперечного сечения 
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 и 
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, жестко соединенных друг с другом. Левый конец конструкции жестко закреплен, правый подвержен растяжению силой 
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 (рис. 7).
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Рис. 7
Пусть первый стержень имеет один элемент, а второй разбит на два элемента. Запишем уравнения состояний элементов в матричной форме:
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Здесь использованы условия сопряжения элементов в узлах по перемещениям и условия равенства сил, исходя из статического равновесия элементов. В результате объединения данных уравнений путем исключения усилий во внутренних узлах получим итоговую систему линейных уравнений в матричной форме:
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 где
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глобальная матрица жесткости конструкции. Штриховыми линиями показан вклад локальных матриц жесткости элементов.

С учетом условия закрепления стержня 
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 в итоге получим значения продольных перемещений в узлах конструкции:
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Таким образом:

· Формирование глобальной матрицы жесткости соответствует суперпозиции аналогичных матриц отдельных элементов.

· Полученная матрица имеет блочно-диагональный вид.

· Решение соответствующей системы линейных алгебраических уравнений может быть проведено известными методами, наиболее используемыми среди которых являются итерационные.

· Аналогично формируются глобальные матрицы масс и сопротивлений, характеризующие распределение масс элементов конструкции и диссипативные свойства материала конструкции.

3 Вариационная формулировка метода конечных элементов
3.1 Постановка основных краевых задач для уравнений математической физики

Большую часть уравнений, описывающих физические явления, можно отнести к одному из трех типов [6]:

· уравнение эллиптического типа или уравнение Лапласа:
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· уравнение гиперболического типа или волновое уравнение:
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· уравнение параболического типа или уравнение теплопроводности:
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Уравнение Лапласа, описывающее гармонические функции, встречается в задачах теории потенциала, теории аналитических функций, служит для описания статических (стационарных) режимов в механике, теплофизике и т.д. Для уравнения (1) в области 
[image: image76.wmf]D

 обычно рассматривают:

a) граничные условия Дирихле (на границе области 
[image: image77.wmf]D

 заданы значения неизвестной в области функции):
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b)  граничные условия Неймана (на границе области задана производная неизвестной функции по нормали к границе):
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c) смешанные граничные условия:
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Уравнения гиперболического типа характеризуют явления распространения волн различной природы (упругих, акустических, электромагнитных) в твердых телах, жидкостях. В этом случае при постановке задач условия на границе области в произвольный момент времени дополняются начальными условиями распределения перемещений и скоростей в точках рассматриваемого тела.
Уравнение параболического типа описывает процессы переноса тепла и диффузии. Постановка основных начально-краевых задач здесь предполагает задание температуры, потока тепла или смешанных условий теплопередачи по Ньютону на границе тела и распределения температуры в области в начальный момент времени.
В задачах прочностного анализа на границах раздела сред 
[image: image81.wmf]G

 обычно используют условия непрерывности векторов перемещений: 
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Кроме того, всегда (кроме особо оговариваемых случаев, например потери устойчивости конструкции) будем предполагать, что постановка указанных начально-краевых задач является корректной по Ж.Адамару. То есть:

1.  При заданных начально-краевых условиях решение соответствующего дифференциального уравнения существует
2. Данное решение единственно

3. Решение устойчиво к малым изменениям в начальных или краевых условиях.

3.2 Функционал и его вариация

При решении поставленных задач для уравнений математической физики часто прибегают не к интегрированию соответствующих дифференциальных уравнений, а к минимизации некоторого функционала, эквивалентного данным уравнениям. Применительно к методу конечных элементов таковыми являются функционал Лагранжа, соответствующий принципу минимума потенциальной энергии деформации тела; функционал Кастильяно, определяющий минимум дополнительной работы; функционалы Рейсснера, Ху-Вашицу и др. 
Для более полного раскрытия данного подхода необходимы некоторые сведения из вариационного исчисления.

Определение 1. Функционалом в линейном нормированном пространстве назовем отображение, ставящее в соответствие любому элементу этого пространства 
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Простейшим примером функционалов являются функционалы вида:
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например, функционал длины дуги кривой на плоскости, определяемой уравнением: 
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Определение 2. Вариацией функционала 
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 в функциональном пространстве 
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 назовем выражение вида:
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где 
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 – любая финитная (
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 из заданного функционального пространства.
Теорема 1. Если функционал 
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 принимает экстремальное значение в точке 
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 функционального пространства 
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 существует в этой точке, то она равна нулю для любого 
[image: image99.wmf]E

x

h

Î

)

(

. 
Основная лемма вариационного исчисления.
Если функция 
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 непрерывна на отрезке 
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 и для любой непрерывной финитной на этом отрезке функции 
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Теорема 2. Пусть в функционале (1) функция 
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 непрерывна и имеет непрерывные частные производные первого порядка. Если непрерывно-дифференцируемая на 
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 справедливо дифференциальное уравнение Эйлера:
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Для доказательства теоремы (2) воспользуемся условием равенства нулю вариации функционала 
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Для второго слагаемого под знаком интеграла применим формулу производной произведения:
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(2)

Последнее слагаемое в (2) в силу финитности функции 
[image: image117.wmf])
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 равно 0. Применяя далее к (2) основную лемму вариационного исчисления, получим требуемое уравнение Эйлера.

3.3 Вариационная формулировка задачи в одномерном случае

Рассмотрим одномерное тело, занимающее на оси 
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 область 
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. Пусть состояние данного тела описывается уравнением: 
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с заданными краевыми условиями:
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Несложно показать, что поставленная краевая задача в соответствии с теоремой 2 эквивалентна минимуму функционала:
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Применим к решению задачи метод конечных элементов. 
Дискретизация конструкции. Разобьем отрезок 
[image: image124.wmf][
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 на 3 равных двухузловых элемента, пронумеровав узлы и элементы в соответствии с рис. 8.
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Рис. 8
Введем локальные векторы неизвестных для каждого элемента, считая узел А – левым, а узел B – правым.
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А также сформируем глобальный вектор узловых неизвестных:
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Очевидна цепочка связывающих соотношений между локальными и глобальными значениями функции 
[image: image128.wmf])
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(6)

Формулы (6) могут быть записаны в векторном виде через матрицы перехода 
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где
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Выбор аппроксимирующих функций
На каждом элементе изменение неизвестной функции считаем линейным, введя локальные системы координат: 
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Свяжем константы 
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 с узловыми значениями неизвестной, исходя из условий: 
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Откуда: 
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А, следовательно: 
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где 
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 назовем аппроксимирующими функциями элемента. При этом неизвестную функцию можно записать в векторном виде:
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Графическое представление аппроксимирующих функций показано на рис. 9.
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Рис. 9
Поскольку функции 
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 определены локально, продолжим каждую из них на всю оставшуюся конструкцию нулевыми значениями, перейдя к глобальной координате 
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Тогда можно записать, что
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(8)
Выразим зависимость полученной функции с глобальным вектором узловых значений с использованием соотношения (7). Откуда получим:
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 – глобальный вектор аппроксимирующих функций. Несложно получить его вид в глобальной системе координат (рис.10).
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Рис. 10
Построение матрицы жесткости конструкции
Подставим полученную неизвестную функцию в функционал (5). Для этого сформируем выражение под знаком интеграла.


[image: image157.wmf](

)

(

)

u

Φ

Φ

u

×

×

=

T

T

x

x

x

u

)

(

)

(

)

(

2



[image: image158.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

u

Φ

Φ

u

u

Φ

Φ

u

×

×

=

×

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

T

dx

d

dx

d

T

T

dx

d

T

dx

d

x

x

x

x

dx

x

du

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

.
Следовательно:
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где 
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назовем глобальной матрицей жесткости конструкции, а 
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 – вектором узловых усилий. 

Очевидно, что теперь функционал 
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 вида (9) можно рассматривать как функцию многих переменных, в качестве которых выступают узловые значения неизвестной функции 
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Необходимыми условиями минимума данного функционала как функции нескольких переменных являются соотношения:
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Это в свою очередь приводит к системе линейных алгебраических уравнений вида: 
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Формирование матрицы жесткости в форме (10) является достаточно трудоемким процессом в особенности с увеличением числа конечных элементов. Поэтому на практике поступают более просто, переходя от глобальных базисных функций к локальным на элементах. Для этого сделаем соответствующие преобразования:
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Поскольку функции 
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 являются взаимно-ортогональными, то двойная сумма под знаком интеграла преобразуется в одинарную:
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Здесь 
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 назовем матрицей жесткости элемента с номером 
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, элементы которой формируются в виде бинарного произведения при интегрировании только по данному конечному элементу:
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Таким образом, для определения глобальной матрицы жесткости конструкции достаточно сформировать аналогичную матрицу элемента и провести суммирование полученных локальных матриц в соответствии с формулой (12).
Аналогично поступим с вектором узловых усилий 
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 – вектор узловых усилий на элементе.

Для иллюстрации применения метода конечных элементов вычислим матрицу жесткости первого элемента конструкции, считая 
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Соответственно для вектора 
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Поскольку все элементы системы одинаковы, аналогичные матрицы имеют оставшиеся конечные элементы.

Для определения матрицы жесткости всей конструкции применим формулу (12).

[image: image198.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

D

×

×

D

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

1

)

1

(

22

)

1

(

21

)

1

(

12

)

1

(

11

)

1

(

22

)

1

(

21

)

1

(

12

)

1

(

11

)

1

(

)

1

(

)

1

(

K

K

K

K

K

K

K

K

T

K



[image: image199.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

D

×

×

D

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

1

0

)

2

(

22

)

2

(

21

)

2

(

12

)

2

(

11

)

2

(

22

)

2

(

21

)

2

(

12

)

2

(

11

)

2

(

)

2

(

)

2

(

K

K

K

K

K

K

K

K

T

K



[image: image200.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

D

×

×

D

)

3

(

22

)

3

(

21

)

3

(

12

)

3

(

11

)

3

(

22

)

3

(

21

)

3

(

12

)

3

(

11

)

3

(

)

3

(

)

3

(

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

K

K

K

K

K

K

K

K

T

K



[image: image201.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

+

-

-

+

-

-

=

31

25

0

0

25

62

25

0

0

25

62

25

0

0

25

31

9

1

31

25

0

0

25

31

31

25

0

0

25

31

31

25

0

0

25

31

9

1

K

.

Как видно, каждое из слагаемых формулы имеет блочный вид, а итоговая матрица – трехдиагональный.

Для вектора узловых усилий имеем:
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Учет краевых условий (4) приводит к ограничениям на неизвестные в узлах 1 и 4, а именно: 
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[image: image205.wmf](

)

(

)

0

0

0

0

1

4

3

2

1

=

×

T

u

u

u

u

, 
[image: image206.wmf](

)

(

)

1

1

0

0

0

4

3

2

1

=

×

T

u

u

u

u

.

Данными соотношениями необходимо заменить первое и последнее уравнение системы (11), которая в результате приобретает вид:
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[image: image515.wmf].

После обращения системы получим значения неизвестной функции в узлах: 
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Для данной задачи возможно построение точного аналитического решения, которое в узлах дает следующий результат:
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Полученная погрешность решения составляет менее 5 %.

4 Вариационная формулировка. Двумерный случай

4.1 Решение задачи Дирихле для плоской области

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона [6]: 
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Разбиение области и аппроксимация на элементе
В качестве конечных элементов выберем плоские треугольные трехузловые элементы, представленные на рис. 11. 
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Рис. 11
Пусть область 
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 разбита на 2 таких элемента с глобальной нумерацией узлов модели как на рис. 12. 


[image: image215.emf]B С

A

A

С

B

1

2

3

4

e=1

e=2


Рис. 12
Введем векторы узловых степеней свободы:
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 – локальный вектор для элемента с номером 
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 – глобальный вектор области.

Как и в одномерном случае, связь данных векторов может быть определена путем введения матриц перехода 
[image: image219.wmf])
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Неизвестную функцию 
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 на каждом элементе аппроксимируем в локальной системе координат полиномом 1-го порядка:
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Коэффициенты данного полинома могут быть однозначно определены через значения координат локального вектора узловых неизвестных путем подстановки координат узлов элемента в соотношение (4): 
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Подставляя далее (5) в (4), получим выражение неизвестной функции через базисные функции 
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, представляющие собой полиномы первого порядка по переменным 
[image: image227.wmf]x

 и 
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. Геометрически данные функции соответствующие кусочкам плоскости, совпадающим в проекции на 
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С использованием связи (3) можно определить глобальные функции формы


[image: image232.wmf](

)

å

=

F

F

F

F

=

D

×

=

2

1

4

3

2

1

)

(

)

(

)

,

(

),

,

(

),

,

(

),

,

(

)

,

(

e

T

e

T

e

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

Φ

Φ

:


[image: image233.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

2

1

)

(

)

(

y

x

y

x

y

x

u

T

T

e

e

T

e

Φ

u

u

Φ

u

Φ

×

=

×

=

×

D

×

=

å

=

.
(6)

Вывод системы линейных алгебраических уравнений
На основе вариационного исчисления можно показать, что решение краевой задачи (1)-(2) эквивалентно минимизации функционала энергии:
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Подставляя в (7) соотношения (6), выразим данный функционал как функцию нескольких переменных, соответствующих значениям неизвестной 
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 в узлах.
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 – матрица жесткости конструкции;
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 – вектор узловых сил.

Из условий минимума функции нескольких переменных приходим к системе линейных алгебраических уравнений относительно перемещений в узлах:
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Матрица системы 
[image: image241.wmf]K

 является симметричной и в координатной форме имеет вид:
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Вычисление 
[image: image244.wmf]K

 в форме (9) достаточно громоздко, в силу чего переходят к ее формированию через аналогичные матрицы жесткости элементов. Для этого воспользуемся соотношениями:
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Откуда в силу ортогональности функций 
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 на конечно-элементной модели получим:
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 – матрицы жесткости элементов, также обладающие свойством симметрии.

Несложно показать, что каждое из слагаемых в формуле (10) имеет блочный вид, а вся сумма – блочно-диагональный или ленточный. Ширина ленты полной матрицы жесткости зависит от способа нумерации узлов. Поэтому в конечно-элементных программных комплексах часто применяют процедуры перенумерации, приводящие к минимизации ширины ленты и позволяющие эффективно проводить обращение системы (8) на основе численных алгоритмов, аналогичных методу прогонки.

4.2 Нестационарные процессы в областях на плоскости

В качестве примера исследования процессов, зависящих от времени, в плоской области рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводности:
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с краевым 
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После разбиения области 
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 на конечные элементы неизвестную функцию 
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 будем разыскивать в виде линейной комбинации функций формы 
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, соответствующими температуре в 
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Тогда уравнение (11) можно заменить системой обыкновенных дифференциальных уравнений вида:
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здесь С – матрица сопротивлений конечно-элементной модели. Ее вычисление осуществляется по формуле:
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Решение системы (12) осуществим методом конечных разностей. Для этого рассматриваемый временной интервал разобьем сетью точек 
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 с постоянным шагом 
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 Обозначим значение вектора узловых неизвестных в момент времени 
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 как 
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Согласно методу конечных разностей:
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Тогда, представляя уравнение (12) при 
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Таким образом, для определения значений 
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 получим итерационную процедуру:
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с приведенной матрицей жесткости 
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 и приведенным вектором узловых усилий 
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Отметим, что система линейных уравнений (13) на каждом шаге итерационного процесса является системой с постоянной матрицей и меняющимися правыми частями. Это позволяет существенно сократить объем вычислений, единожды определив обратную матрицу системы: 
[image: image274.wmf]1
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, и находить решения матричным умножением: 
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5. Типы анализа строительных конструкций в ANSYS
5.1 Прочностной статический анализ
Возможности статического прочностного анализа программы ANSYS используются для определения перемещений, напряжений, деформаций и усилий, которые возникают в конструкции или ее составных частях в результате приложения механических сил. Статический анализ пригоден для задач, в которых действие сил инерции или процессы рассеяния энергии не оказывают существенного влияния на поведение конструкции [8].

Разрешающее уравнение статического анализа записывается в виде:
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где 
[image: image277.wmf]K

 – матрица жесткости конструкции; 
[image: image278.wmf]u

 – вектор узловых перемещений.

Компоненты вектора узловых сил 
[image: image279.wmf]F

 могут представлять собой сосредоточенные силы, тепловые нагрузки, давления и силы инерции. 

Статический анализ в программе ANSYS может включать такие нелинейности, как пластичность и ползучесть материала, большие прогибы, большие деформации и контактное взаимодействие. 

5.2 Прочностной динамический анализ

Прочностной динамический анализ используется для определения действия на конструкцию или ее составные части нагрузок, зависящих от времени. В отличие от статических расчетов в этом типе анализа принимается во внимание рассеяние энергии и инерционные эффекты переменных во времени нагрузок. Примерами таких нагрузок являются:

· циклические нагрузки (вращающиеся части оборудования);

· внезапно прикладываемые нагрузки (удар или взрыв);

· случайные нагрузки (землетрясение);

· любые другие переменные нагрузки, в том числе подвижные.

В программе ANSYS все виды динамического анализа основываются на следующем общем уравнении движения в конечно-элементной форме:
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где

	M
	 – матрица масс;

	C
	 – матрица сопротивлений; 

	K
	 – матрица жесткости;
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	 – вектор узловых ускорений;
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&


	 – вектор узловых скоростей;

	u
	 – вектор узловых перемещений;

	F
	 – вектор нагрузок;

	t
	 – время.


С помощью этого уравнения определяются значения неизвестных u, которые в любой момент времени удовлетворяют условиям равновесия системы при наличии сил инерции и рассеяния энергии. Решение уравнения выполняется либо прямым методом (Ньюмарка, Вилсона), либо на основе метода суперпозиции форм колебаний.

Программа ANSYS способна выполнять следующие виды динамических расчетов: динамика переходных процессов, модальный анализ, отклик на гармоническое воздействие, спектральный анализ и отклик на случайную вибрацию.

5.2.1 Динамика переходных процессов

Анализ переходных процессов (неустановившихся режимов) применяется для определения параметров динамического поведения конструкций, которые подвергаются действию нагрузок, меняющихся во времени. Существуют три метода получения решения: полный динамический метод, метод приведения и метод суперпозиций. Все три метода основаны на применении общего уравнения динамики движения.

Наиболее общим и мощным является полный метод расчета переходных динамических процессов. В этом методе для решения используются полные, нередуцированные матрицы, входящие в разрешающее уравнение задачи: матрица масс M, матрица сопротивлений C, матрица жесткости K. Благодаря этому метод может учитывать широкий набор нелинейностей: пластичность и ползучесть материала, большие прогибы и деформации, изменение жесткости с ростом напряжений, контактные нелинейности. 

Полный динамический метод использует одношаговую процедуру для расчета перемещений и напряжений. Решение уравнения движения основано на схеме прямого интегрирования в сочетании с методом Ньютона-Рафсона (для учета нелинейных эффектов).

В полном методе доступен вариант автоматического выбора шага по времени. Эта опция позволяет использовать переменный шаг по времени для достижения разумного баланса между точностью решения и затратами компьютерных ресурсов.

В редуцированном методе динамического анализа предполагаются, что матрицы M, C и K разрешающего уравнения являются линейными. Эти матрицы сгущены методом редукции Гуяня и приведены к ведущим степеням свободы. Для решения уравнений движения используется метод прямого интегрирования Ньюмарка, шаг по времени принимается постоянным. Нагрузки включают усилия в узлах, начальные перемещения и силу тяжести.

В методе приведения процедура решения выполняется за два шага. Первый шаг состоит в определении узловых перемещений для ведущих степеней свободы. Если нужно получить значения деформаций, напряжений, опорных реакций и т.п., то имеется возможность выполнить второй шаг – повторный проход, чтобы получить решение для всего набора степеней свободы в требуемые моменты времени.

Метод суперпозиции подобен методу приведения в том смысле, что с его помощью выполняется многошаговый линейный анализ с постоянным шагом по времени. Однако имеются и различия. В этом методе проводится суммирование собственных форм колебаний, полученных в модальном анализе, для того чтобы найти общий отклик конструкции. Поэтому первым шагом решения является проведение модального анализа. 

Выходные величины полученного решения (в виде узловых перемещений, деформаций, напряжений, усилий и т.п.) для всех перечисленных методов представляют собой функции времени. Каждую из этих величин можно вывести на экран в виде графика зависимости от времени или некоторой другой переменной с помощью постпроцессора истории нагружения. 

5.2.2 Модальный анализ

Модальный анализ используется для определения собственных частот и форм колебаний механических систем. Является важной составной частью всякого динамического анализа, поскольку знание фундаментальных форм и частот колебаний конструкции помогает оценить ее динамическое поведение. Результаты анализа дают возможность установить число форм колебаний и шаг интегрирования по времени, что может обеспечить надежное решение задачи о динамическом поведении системы в неустановившемся режиме. Кроме того, некоторые методы получения решения для переходных процессов нуждаются в результатах модального анализа. С помощью программы ANSYS модальный анализ можно выполнять как для ненагруженной конструкции, так и вслед за нелинейным статическим расчетом.

В программе ANSYS модальный анализ – это решение задачи о свободных затухающих или незатухающих, колебаниях дискретной системы, которая описывается следующим уравнением движения:
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Этому уравнению придается форма, соответствующая задаче о собственных значениях:
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[image: image516.wmf]где ( – собственная частота, 
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 – собственная форма колебаний. Для определения собственных частот имеем алгебраическое уравнение:
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Для решения задачи о собственных значения можно использовать пять методов: метод приведения, итерации по подпространству, метод Ланцоша, несимметричный метод и метод подавления колебаний. В методе приведения используются редуцированные матрицы, во всех остальных – полные. Несимметричный метод применяется в тех случаях, когда несимметричны матрица жесткостей и/или матрица масс, что имеет место, например, в задачах обтекания сооружений потоком газа или жидкости в акустическом приближении.

5.2.3 Отклик на гармоническое воздействие

Разрешающее уравнение для этого вида анализа представляет собой специальный случай общего уравнения движения, в котором вынуждающая сила F(t) является синусоидальной функцией времени с известной амплитудой Fo, частотой ( и сдвигом фаз (:

F(t) = Fo (cos((t + () + i sin((t + ()).

Для проведения гармонического анализа доступны три метода: полный, приведения (редуцированный) и метод суперпозиций. Полный метод предполагает использование полных, возможно, несимметричных, матриц K, M и C. Это делает возможным выполнение сложных видов гармонического анализа конструкций. 

Метод приведения и метод суперпозиции форм колебаний можно использовать для линейных задач, приводящих к симметричным матрицам. Редуцированный метод основан на сокращении матриц K, M и C способом приведения Гуяня и дает решение за два шага (решение приведенного уравнения движения и затем повторный проход).

5.2.4 Спектральный анализ

Определение спектра отклика конструкции применяется для анализа ее поведения при ударном нагружении. В этом случае используются результаты модального анализа, и для динамической нагрузки с известным спектром определяются максимальные значения перемещений и напряжений в конструкции на каждой из ее собственных частот. Типичным приложением спектрального анализа является расчет на сейсмические воздействия.

5.2.5 Отклик на случайную вибрацию

Анализ случайных колебаний является вариантом спектрального анализа, который применяется для выявления отклика системы на возмущающие силы, не являющиеся детерминированными функциями времени, примерами таких сил могут служить ветровые нагрузки.

Процедура определения отклика на случайные колебания подобна спектральному анализу в том, что для его получения требуется выполнить модальный анализ. Отличие, однако, состоит в использовании кривой зависимости спектральной плотности процесса от частоты, которая является статистической характеристикой энергии случайных возмущающих сил. Спектральная плотность может быть выражена через перемещения, скорости, ускорения, давления или усилия. 

Предполагается нормальное распределение спектральной плотности; отклики системы, вычисленные с помощью программы ANSYS, также распределены по нормальному закону. Таким образом, имеется возможность вычислить вероятность, с какой фактический отклик будет превосходить расчетный.

5.2.6 Анализ устойчивости конструкций

Анализ устойчивости используется, во-первых, для определения уровня нагрузок, при котором конструкция теряет устойчивость, во-вторых, для выяснения, сохраняет ли конструкция устойчивость при заданном уровне нагрузок.

В программе ANSYS имеется возможность выполнять два типа анализа устойчивости: в линейной и нелинейной постановке.

Линейный подход

С точки зрения линейного подхода, или в рамках задачи на собственные значения, выпучивание упругих систем определяется так называемой эффективной жесткостью, т.е. эффектом изменения жесткости упругой системы с ростом напряжений, когда рост сжимающих напряжений приводит к снижению способности конструкции противостоять нагрузкам, действующим в поперечном направлении. По мере того как растут напряжения сжатия, уменьшается сопротивление боковым силам. При некотором уровне нагрузки этот нейтрализующий эффект превосходит влияние собственной линейной жесткости системы, приводя к выпучиванию.

Разрешающее уравнение для линейного подхода имеет следующий вид:

(K – (S)(u = 0,

где

	K
	– матрица жесткости конструкции;

	S
	– матрица эффективной жесткости;

	(
	– собственное значение;

	u
	– собственный вектор, определяющий форму потери устойчивости. 


Следует иметь в виду, что линейный подход не может учесть нелинейности любого рода и несовершенства системы. Эти факторы, если они присутствуют в реальной конструкции (а они обычно имеются), приводят к снижению нагрузок, полученных в линейном случае. Вместе с тем, линейный анализ весьма эффективен и потому требует относительно немного компьютерного времени по сравнению с нелинейным подходом. Его полезно использовать для изучения общего поведения конструкции перед выполнением нелинейного анализа устойчивости или перед более серьезным исследованием.

Нелинейный подход

Для более точного определения критических нагрузок следует использовать нелинейное решение. Нелинейный анализ устойчивости – это, в сущности, исследование влияния больших деформаций. 

Величина критической нагрузки, полученной при нелинейном подходе, обычно ниже той, которая определяется точкой бифуркации линейного решения. Это различие обусловлено тем, что при нелинейном решении возможно учесть присущие реальным конструкциям начальные несовершенства, геометрические и физические нелинейности.

6. Методы решения систем алгебраических уравнений при использовании МКЭ

6.1 Методы решения линейных систем
Основным численной процедурой, используемой в МКЭ, является обращение системы линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных значений функции в узлах [6]:
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В большинстве случаев матрица 
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 является симметричной, блочно-диагональной или ленточной. Отсюда возникают и последовательно решаются две проблемы:

· Эффективное размещение матрицы системы в памяти компьютера;

· Применение наилучшего с точки зрения вычислительной погрешности и времени выполнения алгоритма обращения матрицы.

Применяемые методы решения СЛАУ можно разбить на две группы: прямые и итерационные. К прямым методам можно отнести методы факторизации Гаусса и Холецкого, к итерационным – метод сопряженных градиентов с предобусловленностью, метод сопряженных биградиентов.

Метод факторизации Гаусса применяют ко всем действительным или комплексным, симметричным или несимметричным несингулярным матрицам 
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.

Основой метода является следующая последовательность шагов:

1. Найти нижнетреугольную матрицу L и верхнетреугольную матрицу U:
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2. Построить решение системы уравнений:
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3. По найденному 
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 решить систему
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Метод факторизации Холецкого близок к методу Гаусса, однако он применяется ко всем действительным, симметричным положительно определенным матрицам 
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. При этом он является более быстрым и требует меньше памяти для размещения матриц. Согласно этому методу необходимо:

1. Получить разложение матрицы 
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 вида:
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2.  Решить систему уравнений:
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3. Найти решение СЛАУ:
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Важно, что рассматриваемые матрицы обладают следующими топологическими свойствами:

· 
[image: image299.wmf]L

 и 
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U

 имеют ненулевые элементы на одних и тех же местах;

· Если 
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 – ленточная, то 
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 и 
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U

 – также ленточные с одной и той же шириной ленты, что и 
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. 

Сложность алгоритма прямых методов оценивается как 
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 порядок системы уравнений. Более быстрыми являются итерационные методы, скорость сходимости которых пропорциональна 
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.

Метод сопряженных градиентов применяется ко всем действительным, симметричным положительно определенным матрицам. В этом случае можно показать, что процедура решения системы 
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 эквивалентна минимизации функционала:
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геометрически описывающего некоторую поверхность в 
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 – мерном пространстве. Для поиска минимума на данной поверхности стоится последовательность векторов 
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 в виде следующего итерационного процесса:
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При этом значения 
[image: image313.wmf])

(

k

x

 с ростом 
[image: image314.wmf]k

 последовательно уменьшают значение функционала (2), 
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 определяют направление спуска к точке минимума, а 
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 отвечают за скорость движения к данной точке.

В соответствии с выбором вектора 
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 различают:

· метод релаксации

· метод наискорейшего спуска

· метод сопряженных градиентов.
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Рис. 13
Рассмотрим геометрических метод сопряженных градиентов. Уравнение 
[image: image319.wmf]const

F

=

)

(

x

 определяет семейство линий (поверхностей) уровня, представляющих собой обобщенные эллипсы. При этом вектор 
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 направлен по касательной к очередному эллипсу, проходящему через точку 
[image: image323.wmf])

(

k

x

 (рис. 13).

Процесс итераций начинается с выбора нулевого приближения:
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А затем приобретает вид последовательных приближений:
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Величина 
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(

k

R

 определят вектор невязки системы и геометрически направлена перпендикулярно вектору 
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. Очередной же 
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 выбирается при движении от 
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 в направлении центра эллипса.

Процесс приближений заканчивается при достижении условия:
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Метод сопряженных градиентов является одним из самых быстрых. В случае несимметричных матриц системы следует применять метод сопряженных биградиентов. Метод релаксации имеет преимущества по памяти, но сходится медленно. Для плохо обусловленных систем используют метод Ньютона-Рафсона в матричной форме.

6.2 Решение нелинейных систем уравнений

При применении метода конечных элементов к системам, обладающих физической или геометрической нелинейностью, получающие системы алгебраических уравнений являются также нелинейными. Для их решения чаще всего применяется метод Ньютона-Рафсона.

Рассмотрим вначале скалярное нелинейное уравнение вида:
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Метод Ньютона-Рафсона – итерационный, состоящий в определении сходящейся к корню уравнения (3) последовательности приближений 
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Пусть 
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 ищем из разложения функции 
[image: image343.wmf])

(

x

j

 вблизи 
[image: image344.wmf])

0

(

x

 в ряд Тейлора с точностью до 
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Или для последующих приближений:
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Процесс вычислений прекращается при достижении требуемой точности:


[image: image349.wmf]e

<

-

+

+

)

1

(

)

(

)

1

(

k

k

k

x

x

x

.

Геометрически метод соответствует построению ряда касательных к кривой 
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 и выбору в качестве следующего приближения – точки пересечения касательной с осью 
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Пусть теперь необходимо найти минимум функции нескольких переменных: 
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Исходя из необходимых условий экстремума данной функции, получим систему 
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 нелинейных уравнений с 
[image: image355.wmf]n

 неизвестными:
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Применим к системе разложение Тейлора в окрестности некоторой точки 
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Тогда для определения следующего приближения 
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 получим систему линейных алгебраических уравнений:
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Для сходимости процесса необходимо, чтобы матрица Якоби системы 
[image: image362.wmf]"

j

i

x

x

F

 была регулярной.

Как и ранее, вычисления с ростом 
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 прекращают, когда
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Отметим, что линейная система может быть решена данным методом за одну итерацию. В тоже время в условиях плохой обусловленности системы процедура Ньютона-Рафсона может быть использована для уменьшения погрешности вычислений за несколько итерационных шагов.

7. Методы решения дифференциальных уравнений движения элементов конструкций

Для расчета отклика конструкции на динамическое воздействие необходимо решение неоднородной системы дифференциальных уравнений
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с начальными условиями: 
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Основные методы интегрирования системы можно разделить на прямые и метод суперпозиции собственных мод колебаний [7]. Прямые методы основаны на двух допущениях:

· неизвестная функция отыскивается только в заданные моменты времени 
[image: image368.wmf]k

t

, отсчитываемые, как правило, с постоянным шагом 
[image: image369.wmf]h

;

· внутри каждого интервала по времени определяется характер изменения перемещений, скоростей или ускорений.

7.1 Метод конечных разностей

Аппроксимируем неизвестную функцию 
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 на двух смежных интервалах с центром в точке 
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 полиномом второго порядка (рис.14).
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Рис. 14
Тогда производные функции 
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 можно определить конечно-разностными формулами:
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Подставляя (2) в уравнения (1), получим:
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Выражения (3) являются рекуррентными для определения неизвестной функции на 
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 – м временном слое при определенных ранее значениях функции на двух предыдущих слоях. В качестве начального приближения функции выбирается значение: 
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. Предыдущее значение можно аппроксимировать по формуле Тейлора:


[image: image381.wmf])

0

(

2

2

1

u

V

U

u

&

&

h

h

+

-

=

-

, где 
[image: image382.wmf])

0

(

u

&

&

 находится из уравнения (1) при 
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Вычислив 
[image: image384.wmf]1

+

k

u

, значения скоростей и ускорений на 
[image: image385.wmf]k

 – м временном слое восстанавливают по формулам (2).

Основное преимущество метода конечных разностей (МКР) над остальными заключается в том, что полученные рекуррентные формулы применимы на уровне матриц для элементов и не требуют образования полных матриц конструкции.

Важным элементом использования МКР является выбор шага временной дискретизации 
[image: image386.wmf]h

. Для устойчивости решений по МКР необходимо, чтобы 
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 – минимальный период собственных колебаний конструкции. На практике величину 
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 выбирают так, чтобы на данном периоде колебаний было не менее 10 точек по времени.

7.2 Способ Хаболта

Для способа Хаболта используется четырехточечная аппроксимация скоростей и ускорений второго порядка, а именно:
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Подставляя (4) в уравнение (1), взятое в точке 
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, получим систему линейных алгебраических уравнений относительно вектора 
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С использованием начальных условий при 
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, и тем самым определить связь значений вектора неизвестной на нулевом и первом временных слоях. Дополняя полученные соотношения аналогичными для последующих 
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, получим систему ЛАУ, соответствующей неявной схеме конечно разностного типа. 

7.3 (-метод Вилсона

(-метод Вилсона основан на предположении о линейном изменении ускорения в интервале 
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Интегрируя данное соотношение по переменной 
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 по отрезку 
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Повторное интегрирование позволяет определить выражение для перемещений:
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Подставляя теперь в (7),(8) вместо 
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 выражение 
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Обратив эти выражения относительно 
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Формулы (9) аналогичны выражениям (2), (4) для МКР и метода Хаболта. Подставляя их в уравнения движения системы (1) в точке 
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, придем к соотношениям:
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из которых определяют вектор 
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Метод Вилсона также относится к неявным методам интегрирования дифференциальных уравнений движения. Его сходимость обеспечивается выбором параметра 
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. На практике обычно принимают 
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7.4 Метод Ньюмарка

Метод Ньюмарка как и метод Вилсона основан на предположении о линейном изменении ускорения в отдельных временных интервалах 
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. Отсюда устанавливают следующие зависимости:
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где параметры 
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 и 
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 выбирают из условий численной устойчивости и точности решения. Так, безусловно, стабильное решение соответствует значениям: 
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Запишем уравнения движения в момент времени 
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Определив вектор 
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, из соотношений (11) можно выразить аналогичные векторы для скоростей и ускорений и перейти к следующему временному интервалу. 

Метод Ньюмарка также является неявным и требует оперирования с матрицами жесткости, масс и сопротивлений для всей конструкции.

7.5 Метод суперпозиции форм колебаний

Метод разложения по собственным формам колебаний предполагает такое преобразование системы дифференциальных уравнений движения (1), при котором данная система переходит в 
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 независимых дифференциальных уравнений, отвечающих за отдельную форму колебаний (степень свободы конструкции). Итоговый отклик среды ищется в виде суперпозиции (суммы) данных форм.
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Полученная однородная система линейных алгебраических уравнений для нетривиальности решения должна иметь нулевой определитель:
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что дает возможность найти 
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 собственных значений 
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Образуем диагональную матрицу 
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 и матрицу из собственных векторов: 
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Поскольку собственные векторы ортогональны с матрицей 
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Решение 
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После подстановки (14) в уравнения движения и умножения результата на 
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 слева получим систему дифференциальных уравнений относительно 
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с начальными условиями
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Если в уравнении (15) опустить слагаемое с матрицей сопротивлений, то для определения координат 
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получим несвязанную систему дифференциальных уравнений:
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Ее решение можно получить численно или с помощью интеграла Дюамеля:
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 определяют из начальных условий 
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В случае если эффектами затухания нельзя пренебречь, предполагают, что затухание пропорционально собственным значениям отдельных форм колебаний:
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где 
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 – параметр затухания отдельной формы, 
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 – символ Кронекера.

Тогда система (15) также распадается на 
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 независимых дифференциальных уравнений: 
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решаемую аналогично системе (16).

8. Организация работы в системе ANSYS
8.1 Начальные шаги

Рассмотрим начальные шаги работы с программой Ansys 10.0. После установки программного продукта через системное меню «Пуск» вызовем программу начальной загрузки пакета Все программы>Ansys 10.0>ANSYS Product Launcher. В появившемся окне следует установить параметры и режим работы с пакетом ANSYS [8, 9

 REF Басов \r \h  \* MERGEFORMAT ].
Работа с программой может осуществляться в двух основных режимах: 

· интерактивном с визуальными элементами управления;
· пакетном, предполагающем автоматическое выполнение команд системы из заранее подготовленного файла.

Для использования интерактивного режима в окне списка Simulation Environment выберем элемент ANSYS. Для пакетного режима установим элемент ANSYS Batch.

Поскольку программный продукт можно использовать в различных конфигурациях, отличающихся классами решаемых задач, в окне License установим текущую конфигурацию, например:

ANSYS Mechanical U – для решения задач прочностного анализа, теплопроводности и акустики;

ANSYS Multiphysics – для решения наиболее широкого класса задач со связанными механическими, тепловыми и электрическими полями и т.д.

Далее на вкладке File Management зададим рабочую папку, в которой будут сохранены все файлы, генерируемые системой. А также определим рабочее имя, например Jobname, образующее имя базы данных и некоторых файлов в рамках решаемой задачи:

Jobname.DB – файл базы данных, содержащей сведения о конечно-элементной модели (узлы, элементы и т.д.) и результаты вычислений;

Jobname.LOG – протокол работы с программой;

Jobname.ERR – файл с идентификацией ошибок;

Jobname.OUT – файл с выходной информацией;

Jobname.RST – файл с результатами обработки прочностного анализа;

Jobname.Sn – файл с информацией об n-ом шаге нагружения и т.д.

Для начала работы с системой необходимо нажать кнопку Run.

Ввод информации в программу можно осуществлять двумя способами.
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Рис. 15
I. С использованием графического интерфейса пользователя GUI. Элементами данного интерфейса являются (Рис. 15):

· Меню утилит программы (1)

· Основное меню (2)

· Линейки инструментов (3)

· Панели диалога

II. Непосредственным вводом инструкций системы ANSYS через командную строку (4).

При этом все изменения в конечно-элементной модели конструкции отображаются в графическом окне (5). Необходимая ссылочная информация появляется в статус-строке (6). Текстовая информация, сопровождающая выполнение команд системы, направляется в самостоятельное окно вывода, являющееся во время сеанса постоянно открытым. Его закрытие приводит к разрыву сеанса работы программы.

Основным методом создания модели считается использование основного меню программы. При этом структура данного меню реализована по типу раскрывающегося оглавления. Выбор элемента меню приводит к появлению собственной панели диалога для ввода необходимых параметров соответствующей инструкции ANSYS. Нажатие кнопок на данной панели соответствует к результату:

· OK – выполнить инструкцию и выйти из панели диалога;
· Canсel – выйти без выполнения инструкции;
· Apply – выполнить инструкцию с заданными параметрами и перейти к повторному выполнению, путем назначения новых параметров. 

Любая выполненная команда при этом записывается в файл протокола текущего сеанса работы Jobname.LOG. Для оптимального сочетания режимов работы системы ANSYS рекомендуется:

·  после создания модели конструкции и проведения расчетов отредактировать файл протокола, убрав ненужные и ошибочные команды;

·  сохранить данный файл с расширением, например ans;

·  провести повторный расчет, загрузив инструкции из данного файла командой File > Read Input from … меню утилит ANSYS.

Сохраненная таким образом на уровне инструкций конечно-элементная модель компактна в размещении, однако требует повторного проведения расчетов. Альтернативным является способ сохранения всей базы данных модели и повторное ее считывание с диска. Для этого можно воспользоваться командами меню утилит:

File > Save as … – сохранить базу данных;

File > Resume from … – считать базу данных модели. 

Перед считыванием необходимо очистить рабочую память программы, выполнив команду: File > Сlear & Start New …

8.2 Структура пакета

Процесс моделирования с использованием программного комплекса ANSYS предполагает последовательное прохождение трех этапов:

· препроцессорное моделирование, предполагающее создание конечно-элементной модели на уровне узлов и элементов, задание физических свойств материалов, выбор характера деформирования среды;

· процессорная часть осуществляет задание типа решаемой задачи, определение нагрузок и условий закрепления конструкции, проведение расчетов узловых степеней свободы и производных от них величин;

·  постпроцессорная стадия позволяет вывести результаты вычислений в виде диаграмм, таблиц, графиков временных или частотных зависимостей, а также провести расчет и отображение характеристик, определяемых пользователем.

Кроме того, отдельными функциями программы является оптимизация конструкции по ее топологическим или физическим свойствам, а также выбор оптимальных параметров сетки разбиения, численных методов, используемых при получении решений. 

Практическое прохождение перечисленных этапов моделирования осуществляется с использованием основного меню ANSYS. Элементы этого меню расположены в порядке их последовательной реализации с группировкой по типам проводимых операций (рис. 16) и будут рассмотрены ниже.

Опишем назначение основных элементов меню утилит пакета.

File – cодержит функции работы с файлами и базой данных модели, например, очистку базы данных, сохранение ее в файл, чтение из файла. Некоторые функции данного меню могут быть реализованы только на начальном уровне работы с программой, о чем будет выдано сообщение с возможностью отмены или продолжения выполнения выбранной функции. 

Select – включает функции, которые позволяют осуществить выбор подмножества объектов (узлов, элементов, линий и т.д.) по некоторому признаку. При этом оставшиеся объекты модели данного типа являются невидимыми при последующей обработке.

List – позволяет вывести в отдельное окно любую информацию о созданной КЭ модели и результатах вычислений для нее, а также сохранить эту информацию в ASCII – файл на диске. 

Plot – позволяет графически отображать любые объекты модели с возможностью их визуальной дифференциации по заданному признаку: принадлежности области с различными физическими свойствами, с различными типами элементов и т.д.).

PlotCtrls – включает функции управления видом, стилем, и другими характеристиками отображаемых диаграмм и графиков. Функция Hard Copy позволяет получить копию графического окна и сохранить ее в файл JPEG, BMP, TIFF, Postscript, PNG – кодировки.

WorkPlane – обеспечивает проведение операций с объектами модели в выбранной рабочей плоскости. Можно также создавать, удалять, и переключать пользовательские системы координат.

Parameters – включает функции определения, редактирования и удаления скалярных и матричных параметров (переменных) модели. 

Macro – позволяет редактировать и выполнять макросы. Можно также создавать, редактировать, и удалять аббревиатуры для макросов в виде кнопок на панели Toolbar. 

MenuCtrls – позволяет настроить цветовые, шрифтовые и иные параметры графического интерфейса пользователя, а также сохранить конфигурацию GUI в файле на диске.

Help – вызывает систему помощи ANSYS, реализованную в виде Ansyshelp.chm файла.

8.3 Типы конечных элементов ANSYS

Общее количество типов элементов в программе ANSYS более 100.

В таблице 1 приведены типы наиболее часто используемых, их категория и отличительные признаки.

Таблица 1

	Категория
	Форма или признак
	Название элемента

	Гибкие нити
	Общий элемент
	LINK1, 8

	
	Билинейный (кабель)
	LINK10

	Балки
	Общий элемент
	BEAM3, 4

	
	Клинообразный
	BEAM54, 44

	
	Пластический анализ
	BEAM23, 24

	Трубки
	Общий элемент
	PIPE16, 17, 18

	
	В среде жидкости
	PIPE59

	
	Пластический анализ
	PIPE20, 60

	Массивное двумерное тело
	Четырехсторонний
	PLANE42, 82

	
	Треугольный
	PLANE2

	
	Гиперупругий анализ
	HYPER84, 56, 74

	
	Вязкоупругий анализ
	VISCO88

	
	Большие деформации
	VISCO106, 108

	
	Гармонический анализ
	PLANE83, 25

	Массивное трехмерное тело
	Параллелепипед
	SOLID45, 95, 73

	
	Тетраэдр
	SOLID92, 72

	
	Многослойный
	SOLID46

	
	Анизотропный
	SOLID64, 65

	
	Гиперупругий анализ
	HYPER86, 58

	
	Большие деформации
	VISCO107

	Оболочки
	Четырехсторонний
	SHELL93, 63, 41, 43

	
	Осесимметричный
	SHELL51, 61

	
	Многослойный
	SHELL91, 99

	
	Сдвиговый
	SHELL28

	Контакт
	Точка – поверхность
	CONTAC48, 49

	
	Точка – точка
	CONTAC12, 52

	
	Жесткая поверхность
	CONTAC26

	Связанные поля
	Акустический
	FLUID29, 30

	
	Пьезоэлектрический
	PLANE13,SOLID5, 98

	
	Температур. напряжения
	PLANE13, SOLID5, 98

	
	Магнитно-прочностной
	PLANE13, SOLID5, 98

	Специальные

свойства
	Пружина
	COMBIN14, 40, 39

	
	Масса
	MASS21

	
	“Управляемый” элемент
	COMBIN37

	
	Поверхностный эффект
	SURF19, 22

	
	Пальцевое соединение
	COMBIN7

	
	Линейный возбудитель
	LINK11

	
	Гидродинамика
	FLUID38

	
	Матрица
	MATRIX27, 50


9. Создание модели конструкции на препроцессорной стадии

9.1 Основные задачи препроцессора

Основными задачами препроцессорной части создания МКЭ-модели конструкции является [8, 9]: 

· выбор типа элементов в соответствии с классом решаемой задачи;

· задание действительных констант элементов;

· задание материальных свойств элементов конструкции;

· выбор системы координат для создания модели;

· генерация модели в виде набора узлов и элементов.

Для выбора типа используемых элементов можно воспользоваться пунктом меню: Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete или ввести в командной строке инструкцию ANSYS: например, ET, 1, beam3 означает задание типа двухузловых двумерных упругих стержневых элементов с относительным номером 1.

	ET, ITYPE, Ename, KOP1, KOP2, KOP3, KOP4, KOP5, KOP6

	ITYPE
	Относительный номер типа элементов, начиная с 1

	Ename
	Имя элемента (возможно использовать только последние цифры в имени)

	KOP1,…
	Опции элемента 


Задание действительных констант в виде некоторого набора осуществляется для тех типов элементов, конфигурация МКЭ-модели для которых не описывает полностью геометрических свойств конструкции. Так стержневые конструкции, задаваемые элементами beam3, не учитывают геометрических характеристик сечений стержней: моментов инерции, площадей и т.д. Элементы пластин и оболочек не содержат толщины элемента. Данные величины должны быть определены дополнительно. При этом количество, а также смысл этих величин для каждого типа элементов может быть различным. 

Реализация команды имеет вид: 
GUI: Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add/Edit/Delete
или через командную строку.
	R, NSET, R1, R2, R3, R4, R5, R6

	NSET
	Относительный номер набора констант, начиная с 1

	R1, R2, R3, R4, R5, R6
	Значения констант. Например, для beam3

R1=AREA – площадь сечения 

R2=IZZ – момент инерции относительно оси Oz 

R3=HEIGHT – высота сечения 

R4=SHEARZ – отклонение центра сечения при сдвиге 

R5=ISTRN – предварительная относительная деформация стержня, вызывающая начальные напряжения 
R6=ADDMAS – распределенная на единицу длины дополнительная масса


Отметим, что для одного типа элемента могут быть определены несколько наборов действительных констант.
Материальные или физические наборы констант, соответствующие применяемым линейно-упругим материалам для различных частей конструкции можно ввести через GUI:
GUI: Main Menu>Preprocessor>Material Props>Material Models
или командой:
	MP, Lab, MAT, C0, C1, C2, C3, C4

	Lab
	Метка материального свойства

EX – модуль упругости

ALPX – линейный коэффициент температурного расширения

NUXY – коэффициент Пуассона

DAMP – коэффициент затухания матрицы сопротивлений

MU – коэффициент трения

DENS – массовая плотность

…

	MAT
	Относительный номер набора материальных свойств, начиная с 1

	C0, C1, C2, C3, C4
	Коэффициенты полиномиального разложения свойства по степеням температуры: 
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Отметим, что свойства материала могут быть различны по трем взаимно ортогональным направлениям, те соответствовать ортотропному материалу. В этом случае, например для модуля упругости, необходимо также задать величины 
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 и 
[image: image479.wmf]EZ

. 

Наборы материальных свойств можно считывать и сохранять в библиотеке материалов.

Важно, что свойства анизотропного материала, а также координаты узлов конструкции зависят от выбора системы координат. По умолчанию активной является декартова система 
[image: image480.wmf]Oxyz

. Определение другой локальной системы по трем узлам осуществляется командой:

	CS, KCN, KCS, NORIG, NXAX, NXYPL, PAR1, PAR2

	KCN
	Относительный номер системы, начиная с 10

	KCS
	Тип координатной системы

0 – декартова

1 – цилиндрическая

2 – сферическая

3 – тороидальная 

	NORIG
	Номер узла, соответствующего центру системы

	NXAX
	Номер узла, определяющего положительное направление оси Ox

	NXYPL
	Номер узла, лежащего в верхней части координатной плоскости Oxy

	PAR1, PAR2
	Параметры, используемые для эллиптической, сфероидальной и тороидальной систем координат


Создание конечно-элементной модели может осуществляться в ANSYS двумя способами: в виде прямой генерации сетки и на основе твердотельного моделирования. В первом случае объектами моделирования являются узлы и элементы, во втором случае – ключевые точки, линии, области и объемы. Применение обоих способов рассмотрим для прямоугольной плоской области размером 3x2 м (рис. 16). 
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Рис. 16
9.2 Прямая генерация сетки

При прямой генерации сетки используются команды:

· создание узла 

	N, NODE, X, Y, Z, THXY, THYZ, THZX

	NODE
	Относительный номер узла. Узел, определенный ранее с тем же номером, данной командой переопределяется

	X, Y, Z
	Координаты узла в активной системе координат (например, в цилиндрической это – 
[image: image482.wmf])
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	THXY
	Первый угол вращения относительно оси Oz против часовой стрелки

	THYZ
	Второй угол вращения относительно оси Ox

	THZX
	Третий угол вращения относительно оси Oy


соответственно, через меню пользователя: 
GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Nodes>In Active CS

· генерация последовательности узлов
	NGEN, ITIME, INC, NODE1, NODE2, NINC, DX, DY, DZ, SPACE

	ITIME
	Количество шагов генерации, включая исходный (>1)

	INC
	Приращение к номеру узла на каждом шаге генерации

	NODE1, NODE2, NINC
	Параметры начальной последовательности узлов, подлежащей генерации – с NODE1 по NODE2 с шагом NINC

	DX, DY, DZ
	Приращение к координатам узлов в активной системе координат на очередном шаге генерации

	SPACE
	Коэффициент растяжения сетки от первого узла к последнему при нескольких шагах 


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Copy>Nodes>Copy

· создание элемента по заданным узлам
	E, I, J, K, L, M, N, O, P

	I, J, K, L, M, N, O, P
	Номера узлов, определяющих элемент


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes

· генерация последовательности элементов по ранее созданным
	EGEN, ITIME, NINC, IEL1, IEL2, IEINC, MINC, TINC, RINC, CINC,,,,,

	ITIME
	Количество шагов генерации, включая исходный (>1)

	NINC
	Приращение к номеру узлов, входящих в элемент, на каждом шаге генерации

	IEL1, IEL2, IEINC
	Параметры начальной последовательности элементов, подлежащей генерации – с IEL1 по IEL2 с шагом IEINC

	MINC, TINC, RINC, CINC,…
	Приращение к номеру материальных свойств, типу элемента, номеру действительных констант, номеру координатной системы, … для элемента на каждом шаге генерации


В нашем примере данные команды имеют следующий вид:

	Команда Ansys
	Комментарий

	N,1,,,,
	Создание узла с номером 1 в начале координат

	NGEN,5,1,1,,,0,0.5
	Генерация последовательности узлов по вертикали с шагом 0.5 м (узел 1 размножается вдоль оси Oy)

	NGEN,7,5,1,5,1,0.5,0 
	Генерация последовательности узлов в горизонтальном направлении (узлы с 1 по 5 размножаются в направлении оси Ox)

	E,1,2,7,6
	Задание элемента в нижнем левом углу 

	EGEN,4,1,1
	Генерация последовательности 4-х элементов по вертикали

	EGEN,6,5,1,4,1
	Генерация последовательности оставшихся элементов по горизонтали


В результате имеем разбиение области на элементы как на рис. 17.
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Рис. 17
9.3 Твердотельное моделирование

В случае твердотельного моделирования применим следующие команды:

· Задание ключевой точки

	K, NPT, X, Y, Z

	NPT
	Относительный номер ключевой точки, начиная с 1

	X, Y, Z
	Координаты точки в активной системе координат


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In Active CS

· Задание линии по ключевым точкам
	L, P1, P2, NDIV, SPACE,,,,

	P1, Pс 2
	Номера начальной и конечной точек линии

	NDIV
	Количество элементов, располагаемых вдоль линии

	SPACE
	Коэффициент растяжения сетки вдоль линии


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Lines>Lines> In Active Coord

· Задание области по ключевым точкам
	A, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11, P12, P13, P14, P15, P16, P17, P18

	P1, P2,…
	Номера ключевых точек на границе области


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>Through KPs

· Задание области по линиям границы
	AL, L1, L2, L3, L4, L5, L6, L7, L8, L9, L10

	L1, L2,…
	Номера линий вдоль границы области


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>By Lines

· Создание объема по ключевым точкам или поверхностям на границе
V, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8

VA, A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10

GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Volume by Areas

Необходимо отметить, что правильные геометрические фигуры: прямоугольники, части эллипса, сферы, цилиндры, параллелепипеды и т.д. могут быть созданы с помощью команд для примитивов. Например, в нашем случае такая команда имеет вид: RECTNG, 0, 3, 0, 2

	RECTNG, X1, X2, Y1, Y2

	X1, X2, Y1, Y2
	Координаты несмежных вершин прямоугольника 


GUI: Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Rectangle> By Dimensions

При этом над созданными областями можно проводить операции объединения, пересечения, разности, склеивания и т.д., получая тем самым более сложные фигуры (с вырезами, выступами, …). Данные логические операции над областями реализуются с помощью раздела основного меню GUI:

Main Menu> Preprocessor> Modeling> Operate> Booleans>
После создания фигуры необходимо провести ее разбиение на элементы. Для этого задаются параметры разбиения, активизируются тип элемента, набор материальных свойств, действительных констант, координатная система и проводится само разбиение. Реализуем данные команды в общей последовательности инструкций ANSYS для нашего примера.

	Команда ANSYS
	Комментарий

	K,1,,,,
	Создание ключевой точки с номером 1 в начале координат

	K,2,0,2.0

K,3,3.0,2.0
	Создание ключевых точек в оставшихся вершинах прямоугольника

	K,4,3.0,0
L,1,2

L,2,3

L,3,4

L,4,1
	Создание линий по периметру прямоугольника

	AL,1,2,3,4
	Создание области, охватываемой линиями 1-4

	ESIZE,0.5
	Определение максимального размера элемента

	TYPE,1
	Задание номера активного типа элементов (по умолчанию = 1)

GUI: Main Menu>Preprocessor>Meshing>Mesh Attributes>Default Attribs 

	MAT,1
	Задание номера активного набора материальных свойств 

(по умолчанию = 1)

	REAL,1
	Задание номера активного набора действительных констант
(по умолчанию = 1)

	CSYS,0
	Активизация типа координатной системы 
(0 – декартова, по умолчанию = 0)

	AMESH,1
	Разбиение области с номером 1

GUI: Main Menu>Preprocessor>Meshing>Mesh>Areas>Free


Замечание 1.

Получившееся разбиение области является равномерным. Однако для уменьшения погрешности решения необходимо сгущать сетку при приближении изнутри области к ее границе и в особенности к угловым точкам и точкам смены граничных условий. В этом случае применяют дополнительные команды по определению размеров элементов: 

· Определение размера элемента вдоль линии

	LESIZE, NL1, SIZE, ANGSIZ, NDIV, SPACE, KFORC,

	NL1
	Номер линии, к которой применяется команда (если = ALL, то ко всем линиям)

	SIZE
	Максимальная величина элемента на линии

	ANGSIZ
	Максимальная величина дугообразного элемента в градусах 

	NDIV
	Количество элементов вдоль линии (выполняется, если параметр SIZE не задан)

	SPACE
	Коэффициент растяжения сетки к концу линии 

	KFORC
	Признак применения команды для набора линий (если NL1=ALL)


GUI: Main Menu>Preprocessor>Meshing>Size Cntrls>ManualSize>Lines>Picked Lines
· Определение размера элемента вблизи ключевой точки

	KESIZE, NPT, SIZE, FACT1, FACT2

	NPT
	Номер точки, к которой применяется команда (если = ALL, то ко всем ключевым точкам)

	SIZE
	Максимальная величина элемента вблизи точки

	FACT1

	Масштабирующий множитель, определяющий размер элемента по отношению к размеру в предыдущей команде

	FACT2
	Масштабирующий множитель, определяющий минимальный размер элемента вблизи ключевой точки (действует, если SIZE и FACT1 не заданы)


GUI: Main Menu>Preprocessor>Meshing>Size Cntrls>ManualSize>Keypoints>Picked KPs

Замечание 2.
Команда AMESH применена для области в плоскости. Если на элементы разбиваются линии или объемы, то соответствующие инструкции ANSYS имеют вид: LMESH или VMESH. 
10. Процессорная обработка в ANSYS
10.1 Основные задачи процессорной части ANSYS

Основными задачами процессорной части программного пакета Ansys являются [8-10]:

· определение типа анализа строительной конструкции и задание соответствующих опций анализа;
· задание дополнительных параметров расчета конструкции: учет нелинейности, предварительных напряжений и т.д.;
· задание граничных условий в виде ограничений на степени свободы в узлах на границе области и силовых факторов нагружения конструкции;
· выбор типа решателя, параметров его функционирования и проведение основного расчета узловых степеней свободы.

Для вызова процессора выберем элемент Solution основного меню Ansys. Соответствующая команда программы имеет вид: /SOLU. 

Работа процессора соответствует обработке системы уравнений равновесия (движения) конструкции в виде последовательности шагов нагружения. На каждом шаге нагружения необходимо:

А) задать тип анализа конструкции
элемент основного меню: Solution/Analysis Type/
или команда: 

	ANTYPE, Antype, Status, LDSTEP, SUBSTEP, Action

	Antype
	Тип анализа:

Static = 0 (default) – прочностной статический анализ

Buckle = 1 – анализ устойчивости конструкции

Modal = 2 – модальный анализ

Harmic = 3 – отклик на гармоническое воздействие

Trans = 4 – нестационарный динамический анализ

Substr = 7 – анализ подструктур

Spectr = 8 – спектральный анализ

	
	

	Status
	Статус анализа:

New – новый. Последующие параметры данной команды игнорируются

Res – рестарт предыдущего анализа

	LDSTEP
	Номер шага нагружения

	SUBSTEP
	Номер подшага (используется для нелинейного статического и нестационарного динамического анализа)

	Action
	Признак действия, определяющий способ перезапуска процессора:

CONTINUE – продолжение анализа в соответствии с 
параметрами LDSTEP и SUBSTEP

ENDSTEP – осуществляет переход к следующему шагу нагружения, завершая подшаги предыдущего

STCREATE – оставляет в файле результатов jobname.rst информацию о решении на LDSTEP – шаге нагружения и SUBSTEP – подшаге. Оставшаяся информация из данного файла удаляется.


Б) Выбрать дополнительные параметры, определяющих деформирование конструкции:

· учет предварительных напряжений

PSTRES, ON – включить учет эффекта,

PSTRES, OFF – отключить,

или через GUI: Main Menu>Solution>Analysis Type>Analysis Options.
При этом, если предварительные напряжения необходимо учесть в нелинейном статическом или динамическом анализе, то вместо команды PSTRES следует применять команду SSTIF,ON. В этом случае необходимо также включить обработку больших деформаций конструкции: 

NLGEOM, ON

или через GUI: Main Menu>Solution>Analysis Type>Analysis Options.

Уровень начальных напряжений может быть задан командой:
ISTRESS, Sx, Sy, Sz, Sxy, Syz, Sxz, MAT1,…, где
Sx, Sy, Sz, Sxy, Syz, Sxz – значения компонент тензора напряжений Коши;
MAT1,…,MAT20 – номера материалов, в которых необходим учет данного эффекта. В частности можно задать MAT1=ALL.

В) Определить характер сохранения информации в базе данных и файлах результатов при расчетах для нескольких подшагов нагружения. Данный момент важен при проведении нестационарного и гармонического анализа, а также для нелинейного статического анализа с целью контроля сходимости процесса решения.

· Сохранение в базе данных

GUI: Main Menu>Solution>Load Step Opts>Output Ctrls>Solu Printout

	OUTPR, Item, FREQ

	Item
	Структура сохраняемой информации:

BASIC (default) – узловые степени свободы, реакции в узлах, решения на элементах

NSOL – узловые степени свободы

RSOL – реакции в узлах 
ESOL – решения на элементах

…

ALL – вся возможная информация

	FREQ
	=n, где n – каждый n –й подшаг любого шага нагружения


· Сохранение результатов в файле (jobname.rst – структурный анализ, jobname.rth – теплофизический анализ, …) для отображения графиков

GUI: Main Menu>Solution>Load Step Opts>Output Ctrls>DB/Results File
Команда: OUTRES, Item, Freq 
Назначение параметров команды аналогично OUTPR.

10.2 Задание граничных условий

Условия деформирования конструкции, определяемые ограничениями на степени свободы в узлах, могут быть введены командой 

	D, NODE, Lab, VALUE, VALUE2, NEND, NINC, Lab2, Lab3, Lab4, Lab5, Lab6

	NODE
	Номер узла (начального узла в списке)

	Lab
	Метка степеней свободы: 

Ux,Uy,Uz – поступательные в активной системе координат

RotX, RotY, RotZ – углы поворотов

…

ALL – все степени свободы

	VALUE
	Значение степени свободы (действительная часть значения)

	VALUE2
	Мнимая часть значения, если оно задается в комплексной форме

	NEND
	Номер конечного узла в списке

	NINC
	Шаг по номеру в списке

	Lab2,… 
	Метки дополнительных степеней свободы с тем же значением 


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Nodes

Если данные ограничения накладываются в ключевой точке, то соответствующая команда имеет вид

DK, KPOI, Lab, VALUE, VALUE2, KEXPND, Lab2, Lab3, Lab4, Lab5, Lab6

В качестве примеров приведем реализацию данных команд для стержневых конструкций:

a) Жесткая заделка в узле с номером 5

D, 5, ALL, 0

b) Шарнирное опирание в ключевой точке 2

DK,2, Ux, 0,,, Uy,Uz
Часто деформирование конструкции задается значениями степеней свободы узлов, лежащих на линии или в области. В этом случае следует применять инструкции ANSYS:

DL, LINE, AREA, Lab, Value1, Value2

DA, AREA, Lab, Value1, Value2

В команде DL значение AREA соответствует номеру области, примыкающей к линии с номером LINE. При этом LINE является линией симметричного или антисимметричного деформирования области в соответствии с параметром Lab = SYMM или ASYM. Если же ограничения накладываются только на узлы вдоль линии LINE, то Lab принимает те же значения, что и в команде D. 
Например, 

a) DL, 1,, ALL, 0 – вдоль линии 1 реализована условия жесткой заделки;

b) DL, 3, 2, SYMM – область 2 деформируется симметрично относительно линии 3.
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Рис. 18
Следующая группа команд предназначена для задания усилий, воздействующих на конструкцию, приложенных в заданных узлах или распределенных вдоль частей границы исследуемой области. 

Для определения сосредоточенных силовых факторов: усилий или моментов в узлах, используется команда:
	F, NODE, Lab, VALUE, VALUE2, NEND, NINC

	NODE
	Номер узла (начального узла в списке)

	Lab
	Метка усилия: 

FX, FY, or FZ (сосредоточенные силы); MX, MY, or MZ (моменты).

	VALUE
	Значение усилия (действительная часть значения)

	VALUE2
	Мнимая часть значения, если оно задается в комплексной форме

	NEND
	Номер конечного узла в списке

	NINC
	Шаг по номеру в списке


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Force/Moment> On Nodes

Однако удобнее данную команду применять относительно ключевой точки, так как номер узла может изменяться при изменении разбиения области FK, KPOI, Lab, VALUE, VALUE2.

В случае, если точка приложения силы не совпадает с ключевой, вводят фиксированную точку (hard point) командой:

HPTCREATE, TYPE, ENTITY, NHP, LABEL, VAL1, VAL2, VAL3.

Например, HPTCREATE, LINE, 3, 5, COORD, 1.5, 2.5, 3.5

создает фиксированную точку с номером 5 на 3-й линии с координатами (1.5,2.5,3.5). При этом в ней при разбиении обязательно будет помещен узел. Для ключевых и фиксированных точек применяется единая нумерация и для них можно использовать команду FK.

Для задания распределенных усилий для заданного списка узлов вводится команда:
	SF, Nlist, Lab, VALUE, VALUE2

	Nlist
	=ALL для всех активных узлов

	Lab
	Метка усилия: 

PRES – давление 

	VALUE
	Значение усилия (действительная часть значения)

	VALUE2
	Мнимая часть значения, если оно задается в комплексной форме


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Pressure>On Nodes
Использование команды для списка узлов затруднительно, так как данный список необходимо предварительно сформировать. Поэтому предпочтительнее использовать инструкции:

· Задание распределенных усилий на элементе (кроме стержневых)

	SFE, ELEM, LKEY, Lab, KVAL, VAL1, VAL2, VAL3, VAL4

	ELEM
	Номер элемента или ALL

	LKEY
	Номер поверхности нагружения (части границы элемента между смежными узлами)

	Lab
	Метка усилия: PRES – давление 

	KVAL
	Ключ значения: 0 или 1 – для Re части давления, 2 – для мнимой

	VAL1
	Значение усилия в первом узле элемента

	VAL2, VAL3, VAL4
	Значение усилия в оставшихся узлах


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Pressure>On Elements
· Задание распределенных усилий вдоль линии

	SFL, LINE, Lab, VALI, VALJ, VAL2I, VAL2J

	LINE
	Номер линии или ALL

	Lab
	Метка усилия: PRES – давление 

	VALI
	Значение усилия (действительная часть значения) в начальном узле линии

	VALJ
	Значение усилия в конечном узле линии.

Между узлами распределение считается линейным.

	VAL2I, VAL2J
	Соответствующие мнимые части значений


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Pressure>On Lines

· Задание распределенных усилий для области

	SFA, AREA, LKEY, Lab, VALUE, VALUE2

	AREA
	Номер области

	LKEY
	Номер поверхности нагружения (части границы области между смежными ключевыми точками)

	Lab
	Метка усилия: PRES – давление 

	VALUE 
	Значение усилия (действительная часть значения)

	VALUE2
	Мнимая часть значения, если оно задается в комплексной форме


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Pressure>On Areas
Замечание: После выполнения данной инструкции поверхностные нагрузки с области должны бать трансформированы на элементы командами SFTRAN или SBCTRAN.
· Задание распределенных усилий для стержневых элементов

	SFBEAM, ELEM, LKEY, Lab, VALI, VALJ, VAL2I, VAL2J, IOFFST, JOFFST

	ELEM
	Номер элемента или ALL

	LKEY
	Номер поверхности нагружения (части границы элемента между смежными узлами)

	Lab
	Метка усилия: PRES – давление 

	VALI
	Значение усилия в начальном узле элемента

	VALJ
	Значение усилия в конечном узле элемента

Между узлами распределение считается линейным.

	VAL2I, VAL2J
	Не используются

	IOFFST, JOFFST
	Удаления от узлов точек аппроксимации линейного закона


GUI: Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Pressure>On Beams
10.3 Выбор группы объектов

Многие команды ANSYS применяются к группе объектов: элементам, узлам, линиям и т.д., в том числе ко всем активным (выбранным) объектам с использованием параметра ALL. Для выбора группы объектов, удовлетворяющих определенным требованиям, служит набор инструкций [X]SEL: 
[X]=N – для узлов;

E – для элементов; 

K – для ключевых точек;

L – для линий;

A – для областей;

V – для объемов.

	[X]SEL, Type, Item, Comp, VMIN, VMAX, VINC, KSWP

	Type
	Метка типа выбора:

S – новый из полного набора объектов (по умолчанию)

R – выбор из существующего набора объектов

A – добавить к существующему 

U – удалить выбранные из существующего набора

ALL – восстановить полный набор объектов

NONE – сделать полный набор невыбранным

INVE – инвертировать выбор

STAT – отобразить существующий статус выбора

	Item
	Метка идентификации набора объектов

	Comp
	Компонента набора идентификации

	VMIN, VMAX, VINC
	Минимальное

Максимальное значение компоненты

Шаг по значению

	KSWP
	Спецификация выбора:

0 – только объекты данного уровня

1 – плюс объекты, входящие в данные


Например, 

NSEL, S, LOC, X, 0,0.1 – выбрать все узлы из полного набора, лежащие по координате x в диапазоне между 0 и 0.1 включительно;
ESEL, A, TYPE,, 3,7,2 – добавить к существующему набору все элементы, относящиеся к 3, 5 и 7 типам.

Кроме того, для выбора узлов, примыкающих к заранее помеченным объектам более высокого уровня можно использовать группу команд:
	NSL[X], Type, NKEY

	Type
	Метка типа выбора:

S – новый выбор (по умолчанию)

R – выбор из существующего набора объектов

A – добавить к существующему 

U – удалить выбранные из существующего набора

	NKEY
	Спецификация выбора:

 0 – только объекты данного уровня

 1 – плюс объекты, входящие в данные


Например, 
LSEL, S, LINE,, 1,3,2 – выбрать линии с номерами 1 и 3;
NSLL, S, 0 – выбрать все узлы на данных линиях;
LSEL, ALL – восстановить полный набор линий.
С использованием графического интерфейса пользователя эти же команды реализуются через меню: Utility Menu>Select>Entities.
11. Обработка и визуализация результатов на постпроцессорной стадии

Постпроцессорная стадия анализа строительной конструкции по МКЭ предназначена для визуализации и анализа результатов расчета основных характеристик ее напряженно-деформированного состояния в виде списков, диаграмм, графиков различных зависимостей (от координат, времени, частоты колебаний и т.д.) [8-10].

В Ansys существует 2 модуля постпроцессорной обработки данных: 

· основной постпроцессор;
· временной постпроцессор.

11.1 Назначение и задачи основного постпроцессора

Задачами основного постпроцессора являются:

· отображение результатов расчета элементов НДС конструкции в виде диаграмм на поверхности конструкции;
· систематизация данных расчета и их вывод в виде списка в окно результатов или в файл;
· вывод исследуемых характеристик вдоль путей, соединяющих заданный набор узлов КЭ модели, в виде графика;
· расчет собственных характеристик вдоль путей, включающий применение операций дифференцирования и интегрирования.

Вызов основного постпроцессора осуществляется командой /POST1 или через меню Main Menu>General Postproc. 
При отображении характеристик в графическом окне важным является настройка параметров вывода, реализуемая инструкциями:

· /PLOPTS, Label, KEY – управление графическим выводом;

· /WINDOW, WN, XMIN, XMAX, YMIN, YMAX, NCOPY – задание параметров активного окна с номером WN=1-5;

· /AXLAB, Axis, Lab – определяет метки осей координат для графиков;
· /PBC, Item, --, KEY, MIN, MAX, ABS – опции отображения символов и данных для граничных условий;

· /PSF, Item, Comp, KEY, KSHELL, Color – опции отображения символов поверхностных нагрузок на модели;

· /VIEW, WN, XV, YV, ZV – определение направления взгляда в графическом окне с номером WN;

· /GRID, KEY – управляет отображением сетки;

и т.д. Например, /PLOPTS, LEG3,OFF – убирает из поля графического окна цветовую диаграмму уровней выводимой характеристики на поверхности модели. Большинство из этих команд можно вызвать с использованием меню Utility Menu>PlotCtrls.

Для отображения диаграмм характеристик НДС на поверхности конструкции, рассчитанных на стадии процессорной обработки, используется основная команда ANSYS:

	PLNSOL, Item, Comp, KUND, Fact

	Item
	Тип характеристики вывода:
U – перемещения

ROT – углы поворота

S – напряжения

EPEL – упругие деформации

EPPL – пластические деформации

SEND – плотность энергии деформации

… 

	Comp
	Компонента характеристики:

X, Y, Z, SUM – для перемещений и углов поворотов

X, Y, Z, XY, YZ, XZ – для компонент тензоров напряжений и деформаций

1,2,3 – для главных значений напряжений и деформаций

INT – интенсивность по Мизесу 

ELASTIC – для энергии упругой деформации

PLASTIC – для энергии пластической деформации

…

	
	

	KUND
	Ключ отображения:

0 – не отображать недеформированное состояние конструкции (по умолчанию)

1,2 – отображать исходное состояние конструкции 

	Fact
	Масштабирующий множитель отображения (по умолчанию = 1)


GUI: Main Menu>General Postproc>Plot Results>Contour Plot>Nodal Solu
или
Utility Menu>Plot>Results>Contour Plot>Nodal Solution

Отметим, что в случае прочностного статического анализа данная команда применяется напрямую. При исследовании нестационарных процессов требуется предварительное задание конкретного значения момента времени формирования диаграммы, а при гармоническом анализе – фиксированной частоты колебаний. Это может быть осуществлено путем считывания из базы данных командой SET, Lstep, Sbstep, Fact, KIMG, TIME
расчетных значений характеристик для заданного значения времени (частоты колебаний) или соответствующих значений шага и подшага нагружения. Например,

SET,,,,, 1.22 – считать данные в момент времени 1.22 с;

SET,1,34 – считать данные для 1 – го шага нагружения, 34 – го подшага. 
При использовании GUI параметры считывания могут быть реализованы применением меню: Main Menu>General Postproc>Read Results>…

Аналогично реализуется команда вывода числовых данных диаграмм распределения характеристик НДС конструкции в текстовое окно с возможностью последующего сохранения в файл на диске:

PRNSOL, Item, Comp

или 
GUI: Main Menu>General Postproc>List Results>Nodal Solution Utility Menu>List>Results>Nodal Solution.
11.2 Операции над переменными вдоль путей

Графическое представление результатов расчета конструкций в виде диаграмм на их поверхности является наглядным, дает общую картину распределения напряжений, перемещений, энергии в различных элементах конструкции, но не позволяет провести детальный анализ полученных характеристик в интересующих пользователя зонах. Для решения данной задачи удобно оперировать рассчитанными величинами на заданных путях (отрезках линий между фиксированными узлами конечно-элементной модели) с возможностью вывода величин в виде графиков вдоль пути.

Общая структура проведения операций с путями может быть выражена набором команд:

1)  Определить параметры пути

	PATH, NAME, nPts, nSets, nDiv

	NAME
	Имя пути, не более 8 символов 

	nPts
	Количество точек, используемых для определения пути

	nSets
	Число наборов данных, связываемых с путем (X,Y,Z и S зарезервированы для координат и длины пути)

	nDiv
	Число разбиений между смежными точками пути (по умолчанию =20)


2) Задать точки пути. Выполняется для каждой из входящих в данный путь.

	PPATH, POINT, NODE, X, Y, Z, CS

	POINT
	Номер точки (>0) 

	NODE
	Номер узла, ассоциируемого с данной точкой. Если параметр не задан, то точка определяется координатами X, Y, Z

	CS
	Номер координатной системы для определения X, Y, Z


GUI: Main Menu>Preprocessor>Path Operations>Define Path>By Nodes
3)  Связать характеристику НДС с заданным путем

	PDEF, Lab, Item, Comp

	Lab
	Метка, ассоциируемая с характеристикой (выводится на графике) 

	Item
	Тип характеристики (также, как и в команде PLNSOL)

	Comp
	Компонента характеристики (также, как и в команде PLNSOL)


GUI: Main Menu>General Postproc>Path Operations>Map onto Path
4) Провести алгебраические и аналитические операции с характеристиками вдоль путей
	PCALC, Oper, LabR, Lab1, Lab2, FACT1, FACT2, CONST

	Oper
	Тип операции:

ADD – сложение по схеме
LabR = (FACT1 x Lab1) + (FACT2 x Lab2) + CONST

MULT – умножение по схеме

LabR = Lab1 x Lab2 x FACT1

DIV – деление
LabR = (Lab1/Lab2) x FACT1

EXP, SIN, COS, ASIN, ACOS, LOG – вычисление элементарных функций:

LabR = (|Lab1|FACT1) + (|Lab2|FACT2)

LabR = FACT2 x sin(FACT1 x Lab1) + CONST 

…

DERI – дифференцирование
LabR = FACT1 x d(Lab1)/d(Lab2)

INTG – интегрирование 
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	LabR
	Метка результата

	Lab1, Lab2
	Метки операндов (в том числе X,Y,Z или S)

	FACT1, FACT2, CONST
	Константы операций


GUI: Main Menu>General Postproc>Path Operations>Add и др.
5) Графически отобразить зависимости вдоль пути

	PLPATH, Lab1, Lab2, Lab3, Lab4, Lab5, Lab6

	Lab1,…
	Метки выводимых характеристик 


GUI: Main Menu>General Postproc>Path Operations>Plot Path Item>On Graph
Пример: Вывести вдоль пути, соединяющего точки 
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	Команда Ansys
	Комментарий

	PATH,P1,2
	Определить путь P1 с двумя точками

	PPATH,1,,0,0

PPATH,2,,1,3
	Задание точки A

Задание точки B

	PDEF,TXY,S,XY
	Определение характеристики вдоль пути для касательного напряжения 
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 с меткой TXY

	PDEF,UY,U,Y
	Определение характеристики для вертикального перемещения 
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 с меткой UY

	PCALC,DERI,DUY,UY,X,1e9
	Вычисление производной 
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	PLPATH, TXY,DUY
	Вывод характеристик в виде графика


11.3 Основные команды временного постпроцессора

Основное назначение временного постпроцессора – вывод зависимостей характеристик в заданной точке конструкции от времени или частоты колебаний. Его использование предполагает предварительное проведение нестационарного, гармонического анализа или нелинейного статического анализа. Результаты анализов могут быть представлены в виде графиков или таблиц.

Использование данного постпроцессора предполагает выполнение следующих инструкций ANSYS:

· Запуск временного постпроцессора: команда /POST26 или

GUI: Main Menu>TimeHist Postpro;
· Определение переменных постпроцессора, соответствующих характеристикам НДС в узлах (команда NSOL) или на элементах (команда ESOL)

	NSOL, NVAR, NODE, Item, Comp, Name

	NVAR
	Относительный номер переменной, начиная с 2. Первый номер резервируется за временем (TIME) или частотой колебаний (FREQ) 

	NODE
	Номер узла, ассоциируемого с характеристикой НДС

	Item
	Вид характеристики (тоже, что и для PLNSOL)

	Comp
	Компонента характеристики (тоже, что и для PLNSOL)

	Name
	Имя переменной при отображении в области графика


GUI: Main Menu>TimeHist Postpro>Define Variables

· Вычисление пользовательских переменных через переменные основного набора с использованием алгебраических и аналитических операций над ними

	ADD, IR, IA, IB, IC, Name, --, --, FACTA, FACTB, FACTC

	IR
	Имя переменной результата операции сложения по схеме

IR=FACTA*IA+FACTB*IB+FACTC*IC 

	Name
	Имя результата при отображении в области графика


GUI: Main Menu>TimeHist Postpro>Math Operations>Add
Аналогично применяются команды:

	PROD, IR, IA, IB, IC, Name, --, --, FACTA, FACTB, FACTC

	Умножение
	 IR=FACT *IA*FACTB*IB*FACTC*IC 

	QUOT, IR, IA, IB, --, Name, --, --, FACTA, FACTB

	Деление 
	IR = (FACTA * IA)/(FACTB * IB)

	DERIV, IR, IY, IX, --, Name, --, --, FACTA

	Дифференцирование
	IR = FACTA x d(IY)/d(IX)

	INT1, IR, IY, IX, --, Name, --, --, FACTA, FACTB, CONST

	Интегрирование
	IR = ∫ (FACTA x IY) d(FACTB x IX) + CONST

	ABS, IR, IA, --, --, Name, --, --, FACTA

	Модуль
	IR = | FACTA x IA |

	ATAN, IR, IA, --, --, Name, --, --, FACTA

	Арктангенс
	IR = ATAN(FACTA X b/a)

	EXP, IR, IA, --, --, Name, --, --, FACTA, FACTB

	Экспонента
	IR = FACTB*EXP(FACTA x IA)

	CVAR, IR, IA, IB, ITYPE, DATUM, Name

	Вычисление ковариации между двумя случайными переменными 

	RPSD, IR, IA, IB, ITYPE, DATUM, Name

	Вычисление ответной спектральной плотности


· Вывод полученных переменных в виде графиков или таблиц

	PLVAR, NVAR1, NVAR2, NVAR3, …, NVAR9, NVAR10

	NVAR1, …
	Относительные номера выводимых переменных на одном графическом поле 


GUI: Main Menu>TimeHist Postpro>Graph Variables
	PRVAR, NVAR1, NVAR2, NVAR3, …, NVAR9, NVAR10

	NVAR1, …
	Относительные номера выводимых переменных в одной таблице 


GUI: Main Menu>TimeHist Postpro>List Variables

Все перечисленные функции для работы с переменными реализованы в виде элементов на панели управления «Time history variables viewer» (рис. 19).
Отметим, что графические возможности программы ANSYS позволяют также: 

· делать твердые копии графического окна, направляя их в графический файл или на принтер: 

Utility Menu>Plot Ctrls>Hard Copy>,

Utility Menu>Plot Ctrls>Capture Image …>;

· создавать анимационные (AVI) файлы, отражающие динамику нестационарных процессов, формы собственных колебаний элементов конструкции, развитие деформаций и т.д.: 

Utility Menu>Plot Ctrls>Animate>.
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Рис. 19
12. Язык параметрического программирования APDL
12.1 Переменные языка APDL

APDL это язык параметрического программирования ANSYS (ANSYS Parametric Design Language) или язык сценариев, который можно использовать для автоматизации выполнения стандартных МКЭ операций и создания конечно-элементных моделей конструкций, выраженных через параметры (переменные). APDL охватывает также широкий диапазон возможностей программирования выражений, таких как повторения, циклы, безусловные и условные переходы, работу со скалярными, векторными и матричными величинами [8-10].

Основа APDL – параметры или именованные переменные, используемые в любых командах системы ANSYS в интерактивном или пакетном режимах работы, и имеющие числовые или строковые значения. Имена параметров должны: 

· начинаться с буквы; 

· содержать только буквы, числа, и знак подчеркивания; 

· содержать не более 32 символов

· не совпадать с метками команд ANSYS, типа: 

DOF, TEMP, UX, PRES, и т.д.

Для определения значения параметра используется команда:
	*SET, Par, VALUE, VAL2, VAL3, VAL4, VAL5, VAL6, VAL7, VAL8, VAL9, VAL10

	Par
	Имя параметра

	VALUE
	Значение параметра

	VAL2, VAL3, …, VAL10
	Значения последующих элементов векторного параметра


Следующие примеры иллюстрируют применение этой команды: 

*SET,ABC,-24 

*SET,QR,2.07E11 

*SET,CPARM,'CASE1' 

Иногда удобнее использовать альтернативную запись данной команды, характерную для языков программирования: Par=Value.
В GUI для реализации инструкций можно непосредственно использовать строку команд или элемент меню 
Utility Menu> Parameters> Scalar Parameters.

Интерактивный запрос значения требуемого параметра можно осуществить командой:

*ASK, Par, Query, DVAL, где

Query – строка запроса в панели диалога, например 'Input Par';

DVAL – значение, принимаемое параметром по умолчанию при отсутствии ввода его значения через панель.
Параметрам можно придавать также значения, получающиеся в результате моделирования или последующего расчета на стадии процессора, например координаты узлов, количество элементов модели, значения степени свобода в выбранном узле и т.д. Для этого служит инструкция:

*GET (Utility Menu> Parameters> Get Scalar Data)

	*GET, Par, Entity, ENTNUM, Item1, IT1NUM, Item2, IT2NUM 

	Par
	Имя параметра

	Entity
	Ключевое слово объекта, некоторое значение которого будет сохранено. Допустимые ключевые слова – NODE, ELEM, KP, LINE, AREA, VOLU, и т.д.

	ENTNUM
	Номер объекта (или ноль для всех объектов)

	Item1
	Основное свойство или часть объекта

	IT1NUM
	Номер или признак основного свойства

	Item2
	Дополнительное свойство объекта

	IT2NUM
	Номер или признак дополнительного свойства


Например, 

*GET,A,ELEM,5,CENT,X – возвращает х-координату центра тяжести элемента номер 5 и хранит результат как параметр A;

*GET,BCD,ELEM,7,ATTR,MAT – возвращает параметру BCD значение номера материала элемента 7; 

*GET,NM,NODE,,NUM,MAX – возвращает параметру NM максимальный номер узла в активном наборе;

*GET,N1,KP,3,ATTR,NODE – возвращает параметру N1 номер узла в ключевой точке 3;

*GET,SINT,NODE,2,S,INT – возвращает параметру SINT значение интенсивности напряжений по Мизесу в узле 2.
Удаление параметров можно проводить двумя способами: 

· используя символ "=" и оставляя правую часть команды пустой;

· используя команду *SET, не определяя значение параметра.(Например, ET,QR).
Значения всех переменных можно сохранить в файл на диске и считать их из него:

PARSAV, Lab, Fname, Ext – сохраняет параметры в файл Fname.Ext;
Lab = SCALAR – для сохранения числовых параметров, ALL – для всех.
PARRES, Lab, Fname, Ext – восстанавливает параметры из файла; 
Lab=NEW – создать новый набор параметров, CHANGE – добавить к существующему. 

Параметрические выражения используют операции с параметрами и числами, типа сложения, вычитания, умножения, и деления. Например: X=A+B
D=-B+(E**2)-(4*A*C) ! вычисляет D = -B + E2 – 4AC 

XYZ=(A<B)+Y**2 ! вычисляет XYZ=A+Y2 если A<B; иначе XYZ = B+Y2 

Ниже приведен полный список операторов APDL: 

	Оператор 
	Операция 

	+ 
	Сложение

	 – 
	Вычитание

	* 
	Умножение

	/ 
	Деление

	** 
	Возведение в степень

	< 
	Меньше

	> 
	Больше


Возможно вычисление также элементарных функций:

	ABS(x)
	Абсолютное значение x

	EXP(x)
	Число е в степени x (ex)

	LOG(x)
	Натуральный логарифм от x (ln (x))

	SQRT(x)
	Квадратный корень из x

	NINT(x)
	Ближайшее целое к x

	RAND(x,y)
	Случайное число (равномерное распределение от x до y
(x=нижняя граница, y = верхняя граница)

	SIN(x),

COS(x),

TAN(x)
	Синус, косинус и тангенс от х, где х в радианах по умолчанию.
Можно изменить на градусы при помощи команды *AFUN

	ASIN(x),
ACOS(x),

ATAN(x)
	Арксинус, арккосинус и арктангенс от x. x должен быть между -1.0 and +1.0 для ASIN и ACOS. Результат вычисления по умолчанию в радианах, но можно изменить на градусы командой *AFUN. Диапазон вывода результатов от -pi/2 до +pi/2 для ASIN и ATAN, и от 0 до pi для ACOS

	и другие
	


12.2 Векторы и матрицы

В дополнение к скалярному параметру можно определить параметр как массив. Количество размерностей массива в ANSYS может иметь от 1 до 5.

ANSYS предусматривает три типа массивов: 

· ARRAY. Этот тип подобен массивам ФОРТРАНА 77 и по умолчанию тип массива определяется, когда задают его размерность. Как с массивами ФОРТРАНА, индексы – последовательные целые числа, начинающиеся с единицы. Элементы массива могут быть или целыми числами или вещественными. 

· CHAR. Это – символьный массив, с каждым элементом, состоящим из алфавитно-цифрового значения, не превышающего восемь символов. 

· TABLE. Это – специальный тип числового массива, который позволяет вычислять (через линейную интерполяцию) значения между элементами массива, явно определенными в нем. Кроме того, можно определить индексы массива для каждой строки, столбца и т.д. в виде действительных чисел. Например, если 
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Чтобы определить параметр как массив, необходимо объявить его тип и размерность, используя команду *DIM (Utility Menu> Parameters> Array Parameters> Define/Edit). Следующие ниже примеры иллюстрируют данную команду:

	*DIM,A,,4
	массив-строка А типа ARRAY (по умолчанию), размерности 4

	*DIM,F,TABLE,5
	массив-строка F типа TABLE размерности 5

	*DIM,CH1,CHAR,3,2
	двумерный массив типа CHAR размерности 3 на 2


Векторные операции
Векторные операции это ряд простых операций таких как сложение, вычитание, скалярное произведение, векторное произведение, синус, косинус, и т.д. – повторяющиеся последовательно над элементами массива без явной организации цикла.
*VOPER (Utility Menu> Parameters> Array Operations> Vector Operations) – выполняет операцию над двумя векторами на входе и в результате на выходе получается один вектор;

*VFUN (Utility Menu> Parameters> Array Operations> Vector Functions) – выполняет функцию над одним вектором на входе и в результате выводит один вектор;

*VSCFUN (Utility Menu> Parameters> Array Operations> Vector-Scalar Func) – на входе определяет свойства одного вектора массива и помещает результат в указанный скалярный параметр; 

*VITRP (Utility Menu> Parameters> Array Operations> VectorInterpolate) – формирует параметр массива (типа ARRAY), интерполируя параметр массива (типа TABLE) по указанным индексам таблицы. 

Например, 

	*VOPER, ParR, Par1, ADD, Par2 
	ParR=Par1+Par2 – сложение массивов

	*VFUN, ParR, SIN, Par1
	ParR=sin(Par1) – поэлементное вычисление функции sin()

	*VSCFUN, ParR, MAX, Par1
	вычисление максимального значения элементов массива Par1


12.3 Стандартные средства программирования

Для эффективной обработки параметров в ANSYS введены элементы программирования циклов, условных и безусловных переходов, по синтаксису близкие к языку ФОРТРАН. 
Безусловный переход: Goto
Самая простая команда, выполняющая переход, это команда *GO, инструктирует программу перейти к указанной метке, не выполняя никаких промежуточных команд. Процесс выполнения программы продолжается от указанной метки. Например,
*GO,:BRANCH1 

 – – – ! этот блок команд пропускается 

 – – – 
:BRANCH1 

Условный переход: команда *IF
APDL позволяет выполнять один из ряда альтернативных блоков, основанных на проверке условия. Условия проверяются путем сравнения двух числовых значений (или параметров, которые возвращают числовые значения). Команда *IF имеет следующий синтаксис:
*IF, VAL1, Oper, VAL2, Base,
где

- VAL1 – первое числовое значение (или числовой параметр) для сравнения;

- Oper – оператор сравнения;

- VAL2 – второе числовое значение (или числовой параметр) для сравнения;

- Base – действие, которое происходит, если условие выполняется. 

APDL предлагает восемь операторов сравнения, которые обсуждаются подробно в справочной информации команды *IF. Это: 

EQ – равно (для VAL1 = VAL2);

NE – не равно (для VAL1 ≠ VAL2);

LT – меньше чем (для VAL1 < VAL2); 

GT – больше чем (для VAL1 > VAL2);

LE – меньше чем или равный (для VAL1 ≤ VAL2);

GE – больше чем или равный (для VAL1 ≥ VAL2);

ABLT – абсолютные значения VAL1 и VAL2 перед выполнением операции <;
ABGT – абсолютные значения VAL1 и VAL2 перед выполнением операции >. 

Давая аргументу Base значение THEN, команда *IF становится началом конструкции "если-тогда-иначе". Конструкция состоит из:

- Команды *IF, сопровождаемой 

- Одной или более дополнительными командами *ELSEIF 
- Дополнительной командой *ELSE 
- Необходимой командой *ENDIF, отмечающей конец конструкции.
Циклы: Do-Loops
Цикл позволяет повторять ряд команд указанное количество раз. Команды *DO и *ENDDO отмечают начало и конец цикла. Команда *DO имеет следующий синтаксис: 

	*DO, Par, IVAL, FVAL, INC

	Par
	Имя параметра цикла

	IVAL
	Начальное значение параметра цикла

	FVAL
	Конечное значение

	INC
	Шаг цикла (по умолчанию = 1)


Как и в ФОРТАРНе операторы *EXIT и *CYCLE позволяют управлять окончанием выполнения оператора цикла. 

Цикл: Do-While.
Команда *DOWHILE имеет следующий синтаксис: 

*DOWHILE,Parm

Конец цикла определяется командой *ENDDO.

Повторение цикла происходит пока параметр Parm имеет значение «истина». Если Parm становится ложным (меньше чем или равный 0.0), цикл заканчивается. 

12..4 Работа с файлами

Запись файла данных 
В ANSYS данные, содержащиеся в массивах, могут быть сохранены в файлы на диске через команду *VWRITE. Команда может обработать до 10 массивов в качестве параметров и записать их в открытый командой *CFOPEN файл. Формат вывода значений для каждого элемента массива определяется в соответствии с синтаксисом языка ФОРТРАН 77 в строке после команды *VWRITE. Поэтому использовать команду *VWRITE из командной строки ANSYS невозможно. 

Выводимый вектор элементов массива определяется положением начального элемента (типа MYARRAY (1,2,1)). Формат каждой строки в файле данных определяется по дескриптору (описателю) строки. Для каждого параметра команды необходимо включить свой описатель. Можно использовать любой вещественный (F,D или E) или символьный формат (A) дескриптора. Целочисленные форматы в ANSYS не определены. 

Дескриптор F имеет синтаксис: Fw.d, 

где w – является шириной поля данных в символах, d – является числом цифр мантиссы. 

Аналогично для дескрипторов E и D – Ew.d, определяющих формат с выводом порядка числа.

Для символьных полей дескриптор А имеет синтаксис: Aw,

где w – является шириной поля данных в символах. 
Следующие пример иллюстрирует использование команды *VWRITE и описатели данных:
x=23

*CFOPEN, d:\ansys_work_directory\MyFile,txt,

*VWRITE,SEQU,mydata(1,1),mydata(1,2),mydata(1,3),10.2,x,mydata(1,1)+3 

(F3.0,' ',F8.4,' ',F8.1,' ',F8.6,' ',F4.1,' x= ',F4.0,' ',F8.1) 

CFCLOS 

13. Примеры статического и теплофизического анализа 

13.1 Консольная балка

Рассмотрим балку, жестко защемленную одним концом и нагруженной поперечной силой Р на другом конце (рис. 20).

Размеры и свойства балки:
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Рис. 20
	длина L=2.5 м; 

высота h=0.1 м; 

ширина b=0.07 м;

нагрузка P=10 кН;

модуль упругости E=210 ГПа.


Замечание: необходимо следить за тем, чтобы все исходные данные для решения задач в ANSYS вводились в системе единиц СИ [8-10].

Решение задачи (в интерактивном режиме)

а) Этап препроцессора

Введем заголовок задачи: 

Utility menu > File > Change Title...

В открывшемся окне Change Title печатаем имя задачи: ConsBeam.
Для решения задачи определим переменные:

Utility menu> Parameters> Scalar Parameters...

L=2.5;
D=0.1;
W = 0.07;
S = D*W;
Iz = (W*D**3)/12.

Геометрию балки будем задавать с помощью ключевых точек, нопредварительно определим их будущее положение в текщей глобальной системе координат:

Main Menu > Preprocessor> Modeling > Create> Keypoints > In Active CS...

Для данной задачи ключевые точки достаточно разместить по концам балки. В открывшемся окне вводим номер первой ключевой точки 1 в поле Keypoint number, а также ее координаты х,у,z (0,0,0) в поле Location IN Active CS. Ввод завершается нажатием кнопки Apply. Аналогично вводятся номер 2 и координаты (L,0,0) второй ключевой точки. Завершается ввод ключевых точек нажатием ОК. 

Для проверки правильности ввода ключевых точек рекомендуется распечатать их список:

Utility menu> List > Keypoint...

Теперь для получения модели балки свяжем между coбoй нарисованные точки прямой линией:

Preprocessor > Modeling > Create > Lines > Lines > Straight Line...

Появившимся курсором отметим на rрафическом экране обе введенные ключевые точки.

Далее модель 6алки необходимо разбить на некоторое количество конечных элементов, однако предварительно программе необходимо сообщить, какого типа элементы мы планируем использовать:

Preprocessor > Element Type > Add/Edit/Delete... > Add...

В открывшемся окне Library of Еlemeпt Types необходимо выбрать: 

Beam > 2D elastic
Установим теперь размеры элементов:

Main Menu > Preproces... > Real Constants... > Add...

В раскрывшемся окне Element Type for Real Constants выбираем: 

Type 1 ВЕАМЗ > ОК

В окне Real Constants for ВЕАМЗ вставляем в соответствующие поля: 

AREA: S;
IZZ: Iz;
HEIGHT: D.

Теперь зададим свойства материала балки:

Main Menu > Preprocessor > Material Props > Material Models > Structural> Linear> Elastic> Isotropic...

B соответствующие поля окна Isotropic Material Properties вводим:

EX: 2.1е7
NUXY: 0.3

На последнем этапе предварительной подготовки указываем размеры будущих элементов. Допустим, мы хотим разбить балку на 10 элементов длиной 250 мм каждый:

Main Menu > Preprocessor > Meshing > SizeCntrls > ManualSize > Global > Size

В поле SIZE вводим 250. Теперь программа получила всю информацию для создания сетки конечных элементов:

Main Menu > Preprocessor > Meshing > Mesh > Lines

Появившейся стрелкой-курсором отметим ключевые точки на концах линии – модели балки. Эта линия после нажатия ОК и будет разбита на конечные элементы. Таким образом, конечно-элементная модель балки создана. Целесообразно сохранить ее в файле: 

Utility menu > File > Save As...

В открывшемся окне Save DataBase ввести имя файла с обязательным расширением .db.
б) Этап процессора

Откроем меню Solution:

Main Menu > Solution> Analysis Type> New Analysis > Static

Определим граничные условия задачи (жесткая заделка в узле 1):
Main Menu > Solution > Define Loads> Apply > Structural > Displacement > On nodes

Образовавшимся курсором отметим узел 1 на графическом изображении модели балки. В этом узле запрещены линейные перемещения вдоль координатных осей и поворот, поэтому в открывшемся окне Apply U,ROT on Nodes выберем All DОF (все степени свободы).

Приложим поперечную нагрузку к противоположному концу балки (узел 2):

Main Menu > Solution > Loads > Apply > Structural > Force/Moment > On Nodes

Отметим образовавшимся курсором узел 2 и нажмем ОК. В открывшемся окне Apply F/М on Nodes в соответствующие поля введем FY (направление силы Р, поле Lab) и – 10000 (величина силы Р, поле VALUE). После нажатия OK изображение вектора силы появится в графическом окне.
Теперь необходимо задать направление и величину силы тяжести:

Main Menu > Solution > Loads > Apply > Structural > Inertia> Gravity...

В открывшемся окне Apply (Gravitational) Acceleration ввести в поле ACELY = 9.81 (ускорение силы тяжести, направленное вертикально вниз). 
После этого можно приступать к решению задачи: 

Main Menu > Solution > So1ve > Current LS

Это означает, что решение должно быть получено на текущем шаге нагружения (Current Load Step, LS). В открывшемся окне Solve Current Load Step нажать ОК. Через нeкоторое время решение будет закончено, о чем свидетельствует появление сообщения Solution is done!
в) Этап постпроцессора
Main Menu > General Postproc > Read Results > By Load Step...

В открывшемся окне необходимо выбрать Load Step 1. Для того чтобы просмотреть изображения изогнутой формы балки необходимо:

Main Menu > General Postproc > Plot Results > Deformed Shape...

Для составления таблицы прогибов: 

Main Menu > General Postproc > List Results > Sorted Listing > Sort Nodes...

Далее, в поле ORDER выбрать Ascending Order, в поле Item, Comp выбрать geometry, в правом окне выбрать Node loc X (координаты узлов по оси Х).

Для получения таблицы прогибов балки (смещений узлов вдоль оси Y) необходимо выполнить:

Main Menu > General Postproc > List Results > Nodal Solution...

В открывшемся окне List Nodal Solution надо выбрать DOF Solution и ALL DOFs.

13.2 Плоский изгиб балки
Рассмотрим задачу о прямом изгибе в одной плоскости упругой многопролетной балки с кусочно-постоянными изгибными жесткостями.

Внешними силовыми факторами, вызывающими такой изгиб, могуг являться сосредоточенные силы, моменты и распределенные наrрузки с кусочнo-линейным изменением интенсивности. При решении задачи необходимо учесть собственный вес балки.

Схема конструкции показана на рисунке 2. Прямой поперечный изгиб здесь осуществляется в плоскости Оху. Задачу будем решать в системе СИ.

Размеры и свойства балки
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Рис. 21
	длина пролета а=2 м;

распределенная нагрузка q=2.104 Н/м;

изгибающий момент М=2.104 Н.м;

нагрузка F=3.104 H;

модуль упругости Е=2.1011 Н/м2;

плотность материала ρ =7800 кг/м3.


Подходящим конечным элементом для задач плоскогo изгиба является балочный элемент типа ВЕАМЗ. Для этого элемента силы F считаются положительными, если их направления совпадают с положительным направлением оси Оу. Наоборот, распределенные нагрузки q считаются положительными, если их направления противоположны направлению оси Оу. Моменты Мz положительны при направлении вращения против часовой стрелки.

Степенями свободы ВЕАМЗ являются узловые перемещения UX, UY и угол поворота ROTZ.

Балку необходимо разбивать на конечные элементы ВЕАМЗ так, чтобы в пределах каждого элемента были постоянными изгибные жесткости EIzz, распределенные нагрузки, менялись бы линейно или были постоянными, а внутри элементов не находились бы опоры и точки приложения активных сил и моментов.

Решение задачи (пакетный режим)

Таблица 2
	Команда Ansys
	Комментарий

	/title,beam

/prep7

/show,beam,grph

et,1,beam3

keyopt,1,9,9

r,1,2.89e-3,2.03e-5,0.2

mp,ex,1,2e11

mp,nuxy,1,0.3

mp,dens,1,7800

*SET,abem,2

n,1

n,2,abem

n,3,2*abem

n,4,3*abem

e,1,2

e,2,3

e,3,4

save

finish

/solu

antype,static

d,1,uy

d,4,ux

d,4,uy

d,4,rotz

sfbeam,1,,pres,2e4

f,2,mz,-2e4

f,3,fy,3e4

acel,0,9.8,0

allsel,all

solve

finish

/post1

set,first

pldisp,1

etable,gyi,smisc,2

etable,gyj,smisc,62

plls,gyi,gyj,-3

etable,mzi,smisc,6

etable,mziil1,smisc,12

etable,mziil2,smisc,18

etable,mziil3,smisc,24

etable,mziil4,smisc,30

etable,mziil5,smisc,36

etable,mziil6,smisc,42

etable,mziil7,smisc,48

etable,mziil8,smisc,54

etable,mziil9,smisc,60

etable,mzj,smisc,66

plls,mzi,mzj,3

etable,szi,ls,2

etable,szj,ls,32

plls,szi,szj,3

finish
	заголовок задачи

входим в прeпроцессор /prep7
в режиме /batch задаем вывод графики в файл 

beam.grph
балочные KЭ ВЕАМ3
keyopt(9)=9 для ВЕАМ3 вывод в 9-и промежуточных точках

задание реальных констант (двутавр N 20а):

площадь поперечноro сечения 2.89·10-3 м2,
момент инерции 2.03·10-5 м4, высота 0.2 м

модуль Юнга 2·1011 H/ м2
коэффициент Пуассона 0.3

плотность материала 7800 кг/м3
параметр длины первого пролета балки
определяем узел 1 по координатам
определяем узел 2 по координатам
определяем узел 3 по координатам
определяем узел 4 по координатам
определяем элементы beam3 с узлами 1 и 2

определяем элементы beam3 с узлами 2 и 3

определяем элементы beam3 с узлами 3 и 4

сохранение результатов построения модели и сетки

выход из препроцессора
входим в процессор /solution
статический тип анализа

задаем закрепления
UY = 0 в узле 1 (шарнирно-подвижная опора)

UX = 0 в узле 4 (жесткая заделка)
UY = 0 в узле 4 (жесткая заделка)
ROТZ = 0 в узле 4 (жесткая заделка)
задаем постоянную распределенную нагрузку на элементе 1
задаем момент MZ в узле 2

задаем силу FY, приложенную в узле 3

задаем ускорение силы тяжести

выделение всей конструкции перед начaлом расчета
решаем СЛАУ МКЭ
выход из процессора решения

входим в постпроцессор POST 1

считываем данные о решении
показ деформированиой формы балки

таблица значений поперечной силы в узле i qyi
таблица значений поперечной силы в узле j qyj
графичсский вывод

построение эпюры изгибающих моментов
построение эпюры изгибающих напряжений на 

верхней поверхности балки

окончание работы программы


Приведенная в примере постпроцессорная обработка результатов демонстрирует построение эпюр изгибающих моментов и изгибающих напряжений на верхней поверхности балки. 

Однако, описанный метод построения эпюр имеет существенный недостаток: эпюры изгибающих моментов на участках с постоянно распределенной нагрузкой оказываются линейными (хотя известно, что они должны быть представлены в виде квадратичных парабол). 

Объясняется это тем, что команда plls предназначена для графического показа заданных характеристик в виде эпюр, строит линейные графики по значениям характеристик на концах элемента (в пределах одного конечного элемента).

13.3 Температурные напряжения

При решении задач с температурными деформациями (напряжениями) необходимо задавать в списке свойств материалов коэффициент температурного расширения (, который в ANSYS определяется как ALPX по команде:

MP,АLPX,NMAT,VALUE_АLPX, 
где NMAT – номер материальных свойств, VALUE_ALPX – значение температурного расширения материала.

Или с помощью меню:

Main Menu > Preprocessor > Material Props > Polynomial.
Рассмотрим ступенчатый стержень из двух разнородных материалов, жестко защемленный слева, а между правым торцом и жесткой опорой имеется зазор Δ=0.05 см (рис. 22). Стержень нагревается на ΔТ=400С.
Геометрические параметры и свойства стержня
Требуется определить наибольшие по абсолютной величине напряжения в стержне (определение температурных полей в ANSYS трактуется как нахождение объемных сил Body Loads).
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Рис. 22
	а=50 см; F=10 см2.
Модули упругости материалов: 

медь Е =0.8∙106 кГ/см2;

сталь Е =2∙106 кГ/см2.
Коэффициенты температурного расширения: медь (=165∙10-7, град-1;

сталь (=125∙10-7, град-1.


Решение задачи (пакетный режим)

Таблица 3
	Команда Ansys
	Комментарий

	/batch

/соm

/prep7
antypc,static
ax=50

ar1=20 $ ar2=10

mр,eх,1,0.8e6
mр,аlрх,l,l65e-7

mр,ех,2,2e6
mр,аlрх,2,125e-7
et,l,link 1
r,l,arl $ r,2,ar2
n,1,0 $ n,2,ах $ n,3,3*ах
mat,1 $ real,1 $ е,1,2
mat,2 $ real,2 $ e,2,3

d,1,all,0
d,3,uх,0.05
!tref,20
bfunif,temp,40
!bf,all,temp,40
!bfe,all,temp,l,40
finish

/solu
solve
finish
/post1
еtаble,fогах,smisc,1
etable,sigax,ls, l
/output,temp,res
pretab,forax,sigax
/output

finish
	пакетный режим

текстовые результаты сохраняются в файле Теmp.res

входим в препроцессор /PREP7

статический тип анализа
геометрический размер

площади поперечных сечений
материал 1 – медь
для MAT=1 (=165∙10-7
материал 2 – сталь
для MAT=2 (=125∙10-7
TYPE=1: стержневой конечный элемент LINK1

REAL 1 и 2 с разными площадями
создаем узлы

создаем КЭ с различными MP и Real Const
ограничиваем все перемещения в узле 1

ограничиваем все перемещения в узле З

так можно задать референсную температyру (или начало отсчета температурной шкалы) TREF=200. По умолчанию TREF=0.

задаем постоянную температyру Т: T-TREF = 400
другие способы задания температуры Т (Т-TREF=40):

для всех узлов

для всех элементов
входим в процессор /solution
решаем СЛАУ МКЭ
выход из процессора решения
входим в постпроцессор POST 1
согласно документации для конечного элемента LINK 1

определяем указатели на значения осевых усилий и 

напряжений в стержнях

smisc, 1 – осeвoе усилиe
ls,1 – осевоe напряжeниe
вывод в файл Temр.res
печатаем усилия и напряжения



14. Примеры динамического анализа элементов конструкций

14.1 Нестационарный анализ конструкций
Нестационарный анализ конструкций применяется для исследования переходных процессов при воздействии на конструкцию нагрузок, меняющихся во времени: ударных, подвижных, сейсмических и т.д. Существуют три метода получения нестационарного решения: полный метод, метод приведения (сокращенный) и метод суперпозиции собственных форм колебаний. Все три метода основаны на интегрировании по времени дифференциальных уравнений движения [8-10].

Наиболее общим и мощным является полный метод расчета переходных динамических процессов. В этом методе для решения используются полные, нередуцированные матрицы, входящие в разрешающее уравнение задачи: матрица масс [M], матрица сопротивлений [C], матрица жесткости [K]. Благодаря этому метод может учитывать широкий набор нелинейностей: пластичность и ползучесть материала, большие прогибы и деформации, изменение жесткости с ростом напряжений, контактные нелинейности. Кроме того, разрешен любой вид механических и тепловых нагрузок как в узлах (сосредоточенные силы и предписанные перемещения), так и по элементу (давление и температуры), а также инерционные нагрузки (за счет силы тяжести и действия угловых скоростей и ускорений). 

Полный динамический метод использует одношаговую процедуру для расчета перемещений и напряжений. Решение уравнения движения основано на схеме прямого интегрирования Ньюмарка в сочетании с методом Ньютона-Рафсона (для учета нелинейных эффектов).

Еще одной характерной особенностью полного динамического метода является возможность моделировать кинематику конструкций с подвижными соединениями. Для моделирования обычных и универсальных шарниров, жестких и гибких связей, гидроцилиндров и других объектов, встречающихся в машинах и механизмах, можно использовать сочетание специальных элементов и сочленение узлов.

В тех случаях, когда нелинейными эффектами допустимо пренебречь, для ускорения решения динамических задач можно использовать метод приведения или метод суперпозиции. При этом каждый метод предполагает линейный характер поведения системы. И хотя предполагается отсутствие нелинейностей общего вида, допускаются специальные условия зазора, что позволяет решать задачи соударения. 

В редуцированном методе динамического анализа предполагаются, что матрицы [M], [C] и [K] разрешающего уравнения являются линейными. Эти матрицы сгущены методом редукции Гуяня и приведены к ведущим степеням свободы. Для решения уравнений движения используется метод прямого интегрирования Ньюмарка, шаг по времени принимается постоянным. Нагрузки включают усилия в узлах, начальные перемещения и силу тяжести.

В методе приведения процедура решения выполняется за два шага. Первый шаг состоит в определении узловых перемещений для ведущих степеней свободы. Если нужно получить значения деформаций, напряжений, опорных реакций и т.п., то имеется возможность выполнить второй шаг – повторный проход, чтобы получить решение для всего набора степеней свободы в требуемые моменты времени.

Метод суперпозиции подобен методу приведения в том смысле, что с его помощью выполняется многошаговый линейный анализ с постоянным шагом по времени. Однако имеются и различия. В этом методе проводится суммирование собственных форм колебаний, полученных в модальном анализе, для того чтобы найти общий отклик конструкции. Поэтому первым шагом решения является проведение модального анализа. 

Выходные величины полученного решения (в виде узловых перемещений, деформаций, напряжений, усилий и т.п.) для всех перечисленных методов представляют собой функции времени. Каждую из этих величин можно вывести на экран в виде графика зависимости от времени или некоторой другой переменной с помощью постпроцессора истории нагружения. Постпроцессор общего назначения позволяет просмотреть результаты анализа переходного процесса для любого момента времени (например, показать картину напряженно-деформированного состояния). 

Выбор наиболее подходящего метода анализа переходных динамических процессов зависит от конкретной задачи и потребностей пользователя. Для анализа зависящих от времени процессов в нелинейных системах, типа тех, что имеют место при ударных воздействиях, может потребоваться применение полного метода. Если нелинейные эффекты пренебрежимо малы или есть потребность провести предварительный анализ нелинейной модели, то для получения решения с меньшими затратами времени можно воспользоваться преимуществами методов приведения или суперпозиции.

Одним из важных моментов применения методов является выбор шага интегрирования, определяющим точность получаемого решения: чем меньше шаг, тем выше точность. Слишком большой шаг приводит к ошибкам, влияющим на отклик системы на высоких частотах (и, таким образом, на отклик в целом). Чрезмерно малый шаг, с другой стороны, приводит к ненужным затратам времени. При выборе оптимального шага по времени нужно руководствоваться следующим:
1. Следует использовать примерно 20 точек на период наиболее высокой частоты из тех, что представляют интерес.

2. Шаг по времени должен быть достаточно малым, чтобы с приемлемой точностью описывать функцию нагружения.

3. Если представляет интерес распространение волны по конструкции, то на длине волны должно быть не менее 20 элементов.
Использование процедуры автоматического выбора шага дает возможность программе менять его величину в процессе решения в зависимости от частоты отклика и влияния нелинейностей, что уменьшает общее число шагов и сберегает ресурсы компьютера. Тем не менее, в ряде случаев (системы с доминирующим влиянием низких частот, сейсмическое возбуждение, преобладание кинематического движения над вибрационным и др.) применение этой процедуры не дает преимуществ, а порой может быть вредным.

Пример проведения нестационарного анализа конструкции

[image: image500.emf]
Рис. 23
Пусть дана консольная стальная балка (рис. 23), нагруженная с одного конца вертикальным усилием, изменяющимся во времени по заданному закону (рис. 24). Сечение балки – квадрат 2x2 см. Длина балки – 0.5 м. Упругие параметры модели: модуль Юнга – 2.1∙1011 Па, коэффициент Пуассона – 0.3, плотность – 7850 кг/м3.
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Рис. 24
Задание параметров задачи, создание модели и проведение анализа приведено в таблице 4.
Таблица 4
	Команда Ansys
	Комментарий

	/PREP7 
ET,1,BEAM3 
*SET,B,0.02
*SET,H,0.02
*SET,L,0.5 
*SET,NU,0.3 
*SET,E,2.1E11
*SET,RO,7850 
R,1,B*H,B*H*H*H/12,H, 
MP,EX,1,E 
MP,NUXY,1,NU 
MP,DENS,1,RO 
K,1,,,, 
K,2,L,,,
L,1,2 
ESIZE,,10 
LMESH,1, 
FINISH 
/SOL
ANTYPE,4
TRNOPT,FULL 
OUTPR,BASIC,ALL, 
OUTRES,ALL,ALL
DK,1,,,,0,ALL,,,,,, 
KBC,0 
TIME,0.001
FK,2,FY,-100 
NSUBST,5 
SOLVE 
TIME,0.002 
NSUBST,5
FK,2,FY,0
SOLVE 
FKDELE,2,ALL 
TIME,0.05
DELTIM,0.0005
SOLVE 
FINISH 
/POST26 
NSOL,2,2,U,Y, UY_2 
PLVAR,2, 
	Вызов препроцессора для создания МКЭ модели

Задание типа элемента с номером 1: 2D, 2-узловой упругий стержень

Задание геометрических и физических параметров модели через значения соответствующих переменных:
 ширина прямоугольного сечения стержня
 высота сечения
 длина стержня
 коэффициент Пуассона

 модуль Юнга

 плотность

Создание набора геометрических параметров с номером 1, соответствующего площади сечения стержней, осевому моменту инерции и высоте сечения

Создание набора материальных свойств с номером 1 

Задание ключевой точки (вершины) с номером 1 и координатами (0,0)

Задание ключевой точки с номером 2 и координатами (l,0)

Определение линии по ключевым точкам 1 и 2

Определение размера элемента путем деления линии на 10 частей

Разбиение линии с номером от 1 на элементы. Активными считаются наборы действительных и материальных констант с номером 1 

Окончание работы в препроцессоре

Вызов процессорной части программы

Выбор нестационарного динамического анализа

Определение полного метода анализа 

Задание параметров сохранения в базе данных основных характеристик НДС в узлах и на элементах для каждого подшага нагружения

Сохранение результатов для построения графиков всех компонент решения на каждом подшаге
Жесткое закрепление ключевой точки с номером 1

Определение типа изменения импульса нагружения во времени:

 0 – линейное, 1 – постоянное

Первый шаг нагружения конструкции (рост нагрузки)

Задание предельного времени изменения нагрузки на 1-м шаге 
Задание предельного значения 100 H сосредоточенного усилия в ключевой точке 2 в момент времени 0.0001

Определение числа подшагов на первом шаге нагружения

Вызов процедуры решения дискретных уравнений движения конструкции на первом шаге
Второй шаг нагружения (уменьшение нагрузки)

Задание предельного времени изменения нагрузки на 2-м шаге 
Определение числа подшагов на втором шаге нагружения

Задание предельного значения сосредоточенного усилия в ключевой точке 2 в момент времени 0.02

Решение для второго шага
Третий шаг нагружения (свободные колебания)

Снятие нагрузки

Задание предельного времени изменения нагрузки на 3-м шаге 
Определение шага интегрирования по времени

Решение для третьего шага

Окончание работы процессора

Вызов временного постпроцессора

Задание переменной 2 в узле с номером 2, соответствующей вертикальному перемещению
Вывод графика зависимости второй переменной от времени


На рис. 25 представлен полученный в результате решения график.
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Рис. 25
14.2 Отклик на гармоническое воздействие

Анализ гармонического воздействия используется для определения параметров установившегося движения линейной системы при изменении внешней нагрузки по закону 
[image: image503.wmf]t

i

e

w

, 
[image: image504.wmf]w

 – круговая частота колебаний, 
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 – время.

Для проведения гармонического анализа (как и нестационарного) доступны три метода: полный, редуцированный и метод суперпозиций форм колебаний. 

Рассмотрим пример реализации гармонического анализа для приведенной выше консольной балки. Препроцессорная часть создания МКЭ модели балки считается аналогичной.
Таблица 5
	Команда Ansys
	Комментарий

	/SOL

ANTYPE,3

HROPT, FULL 

HROUT,OFF

EQSLV,FRONT,1e-008, 

PSTRES,0 

OUTPR,BASIC,ALL,

OUTRES,ALL,ALL, 

DK,1,,,,0,ALL,,,,,, 
FK,2,FY,-100, 

HARFRQ,1,100, 
NSUBST,100, 

KBC,0 
SOLVE 
FINISH 
/POST26 

NSOL,3,2,U,Y, UY_3 
PLVAR,3,
	Вызов процессорной части программы

Выбор гармонического анализа

Определение полного метода анализа 

Задание вывода комплекснозначных результатов в виде: модуль, фаза

Выбор фронтального решателя с погрешностью получения решения менее 10-8

Предварительные напряжения не учитываются

Задание параметров сохранения в базе данных основных характеристик НДС в узлах и на элементах для каждого подшага нагружения

Сохранение результатов для графиков всех компонент решения на каждом подшаге

Жесткое закрепление ключевой точки с номером 1

Задание значения амплитуды 100 H сосредоточенного усилия в ключевой точке 2
Определение интервала изменения частоты возбуждения в Гц
Определение числа подшагов по частоте

Определение типа изменения нагружения: 
0 – линейное, 1 – постоянное

Вызов процедуры решения дискретных уравнений колебаний конструкции

Окончание работы процессора

Вызов временного постпроцессора

Задание переменной 3 в узле с номером 2, соответствующей вертикальному перемещению

Вывод графика зависимости 3-й переменной от частоты


На рис. 26 представлен полученный в результате выполнения приведенных команд график зависимости от частоты колебаний вертикального перемещения точки приложения силы. На частоте 65 Гц виден резонанс конструкции.
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Рис. 26
14.3 Модальный и спектральный анализ

Модальный анализ используется для определения собственных частот и форм колебаний конструкций. Он должен предшествовать проведению любого динамического анализа, так как знание спектра собственных частот позволяет правильно оценить шаг интегрирования по времени при исследовании переходных процессов, а также выбрать интервал изменения частоты колебаний при рассмотрении стационарных режимов поведения конструкции. Кроме того на результатах модального анализа основан метод собственных форм колебаний при проведении нестационарного и стационарного анализа. Эти же результаты используются и в спектральном анализе конструкции при изучении воздействия случайных или сейсмических колебаний.

Отметим, что для модального анализа существенны условия закрепления механической системы. Факторы же ее нагружения могут быть опущены.
Таблица 6
	Команда Ansys
	Комментарий

	/SOL

ANTYPE,2

MODOPT,LANB,5,1,500,,OFF 
EQSLV,FRONT 
EXPASS,ON

MXPAND,5,,,YES,0.005
LUMPM,0 

PSTRES,0

DK,1,,,,0,ALL,,,,,, 
SOLVE 
FINISH 
/POST1 
SET,LIST

SET,FIRST 
PLNSOL, U,SUM, 0,1.0

SET,NEXT

PLNSOL, U,SUM, 0,1.0
	Вызов процессорной части программы

Задание модального анализа

Выбор блочного метода Ланцоша для определения 5 собственных частот колебаний в диапазоне от 1 до 500 Гц
Выбор фронтального типа решателя
Определяет расширенный вызов модального анализа для дальнейшего использования его результатов в других типах анализа
Выбор 5 собственных мод колебаний для записи в базу данных и дальнейшего использования в других типах анализа. Опция YES предполагает вычисление напряжений на элементах, сил реакции в опорах и узловых степеней свободы с учетом тех собственных форм, чей вклад превышает порог в 0.005
Использование элементно-зависимого формирования матрицы масс (по умолчанию)
Отсутствие предварительных напряжений (по умолчанию)
Жесткое закрепление ключевой точки с номером 1

Вызов процедуры решения для модального анализа

Окончание работы процессора

Вызов основного постпроцессора

Вывод списка собственных частот в окно результатов
Установить первую частоту и моду колебаний

Отобразить перемещения конструкции, соответствующие первой собственной частоте

Перейти к следующей собственной частоте

Отобразить вторую форму колебаний


В результате анализа получены две первые собственные частоты колебаний из диапазона [1,500] Гц: 65.210, 407.92. На рис. 26 представлены соответствующие формы.
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Рис. 27
Спектральный анализ. Определение спектра отклика конструкции применяется для анализа ее поведения при ударном нагружении. В этом случае используются результаты модального анализа, и для динамической нагрузки с известным спектром определяются максимальные значения перемещений и напряжений в конструкции на каждой из ее собственных частот. Типичным приложением спектрального анализа является расчет на сейсмическое воздействие, который проводится для изучения влияние землетрясений на здания и сооружения.

Результатом спектрального анализа являются функции отклика, зависящие от частоты. Можно получить четыре различных типа функций отклика: для перемещений, скоростей, ускорений и сил. Пользователь может указать одну из функций отклика (или серию при разной степени демпфирования) в ряде точек модели (что соответствует однофакторному анализу), а может получить несколько типов функций отклика в разных точках, т.е. провести многофакторный анализ. Возмущение конструкции осуществляется путем задания спектров силового или кинематического (перемещения, скорости, ускорения) воздействия на конструкцию. Так, например, уровень сейсмического воздействия в 9 баллов соответствует заданию максимального уровня ускорений точек конструкции в диапазоне от 2.5 до 10 Гц – 
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При выполнении спектрального анализа программа определяет перемещения в конструкции для каждой формы колебаний. Суммарный отклик затем может быть получен с помощью следующих методов: «Wilson-CQC», «Десять процентов», «Двойная сумма», «Корень квадратный из суммы квадратов» или методом, выбранным пользователем.

В таблице 4 приведены команды Ansys, реализующие проведение спектрального анализа.
Таблица 7
	Команда Ansys
	Комментарий

	/SOLU 
ANTYPE,SPECTR
SPOPT,SPRS,5,YES 
SED,0,1,0 
SVTYPE,2 
FREQ,0.1,1,2.5,4,10,100,500 
SV,,0.5,2.5,4,4,1,0.8 
SRSS,0.001,DISP
SOLVE 
FINISH
/POST1 
PRRSOL,
	Вызов процессорной части программы

Задание спектрального анализа

Однофакторный анализ по 5 модам с вычислением напряжений
Направление внешнего воздействия через опоры конструкции вдоль осей x,y,z (в данном случае – вдоль оси y)
Тип возмущений в опорах: 0 – скорости, 1-силы, 2 – ускорения, 3 – перемещения
Набор частот спектра возмущений, определяющий его ширину
Значения спектра в заданных частотах

Метод контроля суммарного отклика конструкции: «корень квадратный из суммы квадратов» по перемещениям с относительной погрешностью 0.001
Вызов решения
Окончание работы процессора

Вызов основного постпроцессора

Вывод списка максимальных значений реакций в опорах конструкции (приведены в таблице 8)


Таблица 8
	N узла
	FX
	FY
	MZ

	1
	-283.84
	0.35608E+07
	0.37385E+06


15. Проблемы нелинейного деформирования при использовании МКЭ
15.1 Конструктивные нелинейности

Конструктивные нелинейности вынуждают конструкцию или ее составные части реагировать непропорционально приложенным нагрузкам.

Программу ANSYS можно применять как для решения статических, так и динамических нелинейных задач. Статический нелинейный анализ осуществляется посредством замены всей нагрузки серией ее небольших приращений и выполнением на каждом таком шаге по нагрузке последовательности линейных приближений до получения состояния равновесия. Каждое линейное приближение требует обращения к “решателю” уравнений системы, т.е. выполнения равновесной итерации. Подобным же образом нелинейный нестационарный анализ сводится к последовательности решений для нескольких нагрузок, зависящих от времени и возрастающих от шага к шагу; на каждом шаге выполняются равновесные итерации. Однако в этом случае для учета инерционных эффектов требуется еще интегрирование по времени [8-10].

При нелинейном анализе матрица жесткости системы и вектор нагрузок могут зависеть от результатов решения и, следовательно, неизвестны. Для преодоления этого затруднения в программе ANSYS используется итеративная процедура на основе метода Ньютона-Рафсона, которая состоит в том, что выполняется серия линейных приближений, обеспечивающих сходимость процесса к истинному решению. При статическом нелинейном анализе для управления процессом сходимости решения можно воспользоваться методом ограничивающих дуг (рис. 28).
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Рис. 28
В большинстве нелинейных статических задач для получения верного решения требуется приложение нагрузки малыми шагами. Нагрузка плавно нарастает от начального (обычно нулевого) значения до конечного. Программа ANSYS может выбрать шаг нагружения, обеспечивающий получение точного, сходящегося решения. Пользователю достаточно указать конечное значение нагрузки, а также минимальную и максимальную величину шага.

Кроме автоматического выбора шага и метода ограничивающих дуг, в программе ANSYS имеются и другие средства улучшения сходимости, такие, как процедуры предикции, бисекции, линейного поиска и адаптивного спуска. Предикция представляет собой процесс линейного прогноза для неизвестных степеней свободы в начале каждого шага решения, а бисекция и адаптивный спуск позволяют остановить счет и выполнить рестарт, если обнаруживается, что решение отклоняется от верного.

В качестве альтернативы можно использовать решатель явного типа ANSYS/LS-DYNA, чтобы эффективно решать задачи при наличии сильных нелинейностей, включая численное моделирование динамических ударов и контактов при авариях, процессов штамповки металлов, глубокой вытяжки, сверхпластичного формования, экструзии и прокатки.

Программа ANSYS, решая задачи как статического, так и динамического анализа, может справиться с большим числом различных нелинейностей. Все эти нелинейности делятся на три категории: нелинейности поведения материала, геометрические нелинейности и собственное нелинейное поведение конечных элементов.

15.2 Нелинейности поведения материала

В тех случаях, когда напряжения и деформации в материале не связаны линейной зависимостью, имеет место нелинейное поведение материала. В программе ANSYS могут воспроизводиться различные типы физической нелинейности. Для пластичного, нелинейно упругого и гиперупругого поведения материала характерна нелинейная связь напряжений и деформаций. Вязкопластичность, ползучесть и вязкоупругость представляют собой явления, в которых деформации зависят от таких факторов, как время, температура или напряжения. При наличии физических нелинейностей используется метод решения Ньютона-Рафсона. 

Для полноценного учета пластического поведения материала при анализе требуется знание трех важных критериев: условия начала текучести, закона течения и закона упрочнения. 

В программе ANSYS имеется возможность использовать три условия начала текучести: Мизеса, Мизеса-Хилла и Друкера-Прагера. Условие текучести записывается в виде

( = (eq – (y.
Здесь (eq – скаляр, эквивалентное напряжение, вычисленное по компонентам тензора напряжений; (y – справочная величина, предел текучести. Если наступление текучести не зависит от скорости деформаций, то при ( < 0 материал остается упругим, при ( = 0 в нем возникают пластические деформации. Для вязкопластичных материалов предел текучести может быть функцией скорости деформаций.

Эквивалентные напряжения по критерию Мизеса определяются формулой
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Текучесть начинается, когда выполняется условие (eq = (y, где (y – предел текучести при одноосном напряжении.

Если установлено, что условие текучести выполняется, тогда направление и величина пластических деформаций будут определяться законом течения.
Закон течения может быть записан следующим образом:

{d(p} = ({(Q/((},

где
{d(p} – приращение пластической деформации;

Q – пластический потенциал, скалярная функция напряжений, указывающая направление деформирования;
( – согласующий множитель, определяющий величину деформаций.
Данный закон течения является ассоциированным (т.е. потенциал Q равен функции течения) для всех условий текучести, используемых в программе ANSYS, кроме условия текучести Друкера-Прагера, для которого закон течения может быть ассоциированным, а может не быть.

Закон упрочнения определяет поведение поверхности текучести при пластических деформациях материала. Для упрочняющихся материалов чередование нагрузки и разгрузки приводит к тому, что материал переходит в состояние текучести только в том случае, если нагрузка превышает достигнутый прежде уровень. В программе ANSYS используются два вида упрочнения: изотропное и кинематическое. При изотропном упрочнении поверхность текучести расширяется равномерно по всем направлениям; кроме того, предполагается, что пределы текучести на растяжение и на сжатие за счет упрочнения увеличиваются одинаково. При кинематическом упрочнении увеличение пределе текучести на растяжение сопровождается соответствующим уменьшением предела текучести на сжатие, что представляет собой проявление так называемого эффекта Баушингера.

Комбинация конкретных соотношений для условия текучести, закона течения и закона упрочнения определяет ту или иную модель пластического поведения материала. В программе ANSYS моделируются следующие типы пластического поведения: классическое линейное кинематическое упрочнение, полигональное кинематическое упрочнение, линейное изотропное упрочнение, полигональное изотропное упрочнение, анизотропное поведение, модели материалов Друкера-Прагера и Ананда. Кроме того, пользователь может задать свой вариант пластической модели.

Гиперупругость характеризует поведение почти несжимаемых и резиноподобных материалов при больших деформациях. Эластичные или резиноподобные материалы подчиняются модели Муни-Ривлина, которая используется для описания свойств гиперупругих материалов. 

Для описания поведения сжимаемых вспененных, полиуретановых материалов можно использовать функцию Блейтца-Ко. Кроме того, пользователь имеет возможность задать нужные характеристики материала средствами обычного программирования.

Вязкопластичность представляет собой сочетание свойств пластичности и ползучести. Основное приложение находит при описании процессов формования, таких, как прокатка и глубокая вытяжка, при которых имеют место большие пластические деформации и перемещения, значительно превосходящие упругие. Типичные пластические деформации очень велики (50 и более процентов), что требует использование теории больших деформаций. Как упоминалось выше, вязкопластичные свойства материала описываются моделью Ананда. 

Ползучесть, свойство материала изменять параметры своего напряженно-деформированного состояния с течением времени, также может быть описано в программе ANSYS. За счет ползучести появляются дополнительные нелинейные деформации при постоянной нагрузке или снижение уровня напряжений при постоянных перемещениях (релаксация напряжений). 

Вязкоупругость – это проявление взаимосвязи переменных во времени упругих напряжений и деформаций, которое характеризует вязкое течение таких материалов, как разогретое стекло. Вязкоупругое поведение материала описывается несколькими моделями Максвелла, в которых учитывается изменение модуля сдвига и объемного модуля материала в зависимости от времени и температуры. 

При использовании алгоритма явного решения динамических задач ANSYS/LS-DYNA, кроме обычного для программы ANSYS набора моделей пластических и гиперупругих тел, доступны и другие модели поведения материала, такие, как пластическое тело с деформациями, зависящими от скорости, разрушающиеся вспененные материалы, модели разрушения композитных материалов.

15.3 Геометрические нелинейности

Нелинейности геометрического характера проявляются в тех случаях, когда перемещения системы значительно меняют ее жесткость. Программа ANSYS может учесть следующие нелинейные эффекты: большие деформации, большие прогибы, изменение эффективной жесткости при изгибе и эффективной жесткости при вращении.

Конечные геометрические нелинейности приводят к появлению локальных зон больших деформаций по мере нагружения конструкции. В программе нет ограничений на величину удлинений, сдвигов и углов поворота линейных элементов длины в материале. При появлении больших деформаций предусмотрено изменение конфигурации конечных элементов таким образом, чтобы отобразить изменение геометрии модели.

Большие прогибы являются результатом изменения общей жесткости системы за счет смены пространственной ориентации конечных элементов с ростом прогибов. При этом деформации предполагаются малыми, а углы поворота – большими. Наличие больших прогибов учитывается в программе соответствующей коррекцией положения конечных элементов в пространстве по мере деформирования системы. 
Еще одним средством программы ANSYS, которое используется при проведении анализа с учетом больших прогибов, является моделирование следящих нагрузок, всегда направленных по нормали к элементу конструкции. Для описания таких нагрузок используются конечные элементы, несущие давление.

При наличии больших деформаций и прогибов неизбежно их влияние на жесткость системы. Поэтому для получения решения при меняющейся жесткости необходима итеративная схема, в качестве которой применяется метод Ньютона-Рафсона. Для статического анализа, когда возможны потеря устойчивости или перескок системы в новое состояние, пригоден метод корректирующих дуг.

Эффективная жесткость на изгиб (жесткость, зависящая от уровня нагрузки в поперечном к основному направлению) проявляется в увеличении или уменьшении жесткости системы в зависимости от ее напряженного состояния. С физической точки зрения это явление представляет собой взаимовлияние продольных и поперечных прогибов в системе. Учет этого эффекта уместен для всех конструкций, но наиболее целесообразно его применение для конструкций, недостаточно жестких при изгибе. К таким можно отнести мембраны под давлением или турбинные лопатки при больших скоростях вращения.

В программе ANSYS параметры напряженного состояния системы используются для расчета коэффициентов матрицы жесткости S, которая добавляется к обычной матрице жесткости K. Результирующая матрица жесткости используется для получения новых значений перемещений. Таким образом, определяющим уравнением для статического анализа с учетом эффективной жесткости системы является следующее:

(K + S) ( u = F.

В этом случае для решения используется итеративная схема, подобная той, что применяется при анализе больших прогибов. 

Для вращающихся тел еще одним важным нелинейным эффектом является изменение эффективной жесткости при вращении. В то время как эффективная жесткость при изгибе означает изменение исходной жесткости системы (обычно ее увеличение) за счет роста напряжений, эффективная жесткость при вращении моделирует уменьшение способности сопротивляться росту перемещений тела (например, турбинной лопатки) в плоскости вращения. Как правило, эффективные жесткости при изгибе и вращении следует учитывать совместно при анализе вращающихся тел. Эффективная жесткость при вращении моделируется в программе ANSYS уменьшением коэффициентов матрицы K, относящихся к плоскости вращения, на величину, равную произведению квадрата угловой скорости ( на соответствующий коэффициент матрицы масс M для получения приведенной матрицы K, равной

K = K – (2M.

15.4 Нелинейные элементы

Нелинейные конечные элементы – это такие элементы, которые обладают собственным нелинейным поведением, не зависящим от присутствия в модели других элементов. Нелинейное поведение проявляется обычно в резком изменении жесткости элемента из-за изменения его статуса, состояния (так, например, контактные элементы поверхности меняют свое состояние в зависимости от того, открыт зазор или закрыт). Нелинейности, присущие конечным элементам, обеспечивают такие расчетные возможности, которые, как правило, недоступны при учете общих распределенных нелинейностей системы. Библиотека конечных элементов программы ANSYS включает следующие нелинейные элементы:

Элемент контакта общего вида для моделирования контакта поверхностей, допускающий значительное проскальзывание и передачу нагрузки через контакт. Между поверхностями можно задать упругое или жесткое кулоново трение. Этот элемент может быть закрытым и скользящим, закрытым и неподвижным или открытым.

Элементы для границы раздела представляют собой контакты типа “точка – точка” с ограниченным скольжением или контакты “точка – поверхность” со значительным скольжением. Можно учесть трение по поверхности раздела. Элемент может быть закрытым и скользящим, закрытым и неподвижным или открытым.

Армированный твердотельный элемент для моделирования бетона, горных пород или композитов с тремя различными по направлению наборами армирующих материалов. Основной материал элемента может дробиться, растрескиваться, деформироваться пластически или испытывать ползучесть, тогда как армирующий материал ведет себя как пластичный материал или испытывает деформации ползучести.

Нелинейный демпфер в виде пружины на растяжение-сжатие или кручение с нелинейным демпфирующим поведением. Нелинейность элемента является непрерывной функцией, меняющейся от итерации к итерации.

Нелинейная пружина с жесткостью, зависящей от скорости и позволяющей получить консервативный или неконсервативный отклик. Пользователь имеет возможность задать силовую характеристику элемента, содержащую до 40 линейных участков.

Гибкая нить / Зазор представляет собой билинейный элемент для моделирования гибкой нити (работа только на растяжение) или зазора (работа только на сжатие). Для варианта гибкой нити элемент может быть натянутым или свободным, в режиме зазора элемент сжимается или открыт.

Оболочка со складками – элемент для безмоментных оболочек, которые при действии сжимающих напряжений теряют форму с образованием складок. Элемент может быть растянут в двух направлениях, смят в одном направлении или смят в двух направлениях.

Комбинированный элемент является единственным, который содержит массу, сопротивление, зазор, пружину и может проскальзывать. Имеет опцию, запрещающую зазору открываться после того, как он открылся, и опцию, предотвращающую закрытие границы раздела после ее появления.

Элемент управления представляет собой конечный элемент с обширными возможностями, содержит массу, сопротивление и эффект скольжения. Используется для дистанционного управления частью системы по заранее выбранным критериям за счет использования бинарной или квадратичной управляющей функции. Можно моделировать амортизаторы, муфты сцепления, термостаты, предохранительные клапаны, электрические переключатели и т.п.

Еще одним нелинейным средством, относящимся к изменению статуса элемента, является опция “рождения” и “смерти” элемента. Эта опция дает возможность управлять вкладом элемента в матрицы уравнений в процессе решения задачи. Ее можно использовать при моделировании добавления или удаления материала (например, процессы выемки грунта или изготовления), для отслеживания соударения движущихся частей (соударение цепи и звездочки цепной передачи) или для любых других приложений, в которых вклад элемента в решение зависит от его расположения в расчетной модели. Эта опция доступна для большинства конечных элементов программы ANSYS.

16. Оптимизация проектных разработок на основе МКЭ

16.1 Составляющие процесса оптимизации

В программе ANSYS оптимизация проектных разработок представляет собой компьютерную технологию, состоящую в выборе оптимального проекта из нескольких с помощью конечно-элементного анализа [8-10]. Разработчик выбирает критерии и ограничения проекта и создает такую же параметрическую модель, как и при параметрическом проектировании. Процедура оптимизации управляет выполнением анализа на основе принятия решения о значениях параметров, используемых при пробных расчетах. Средства оптимизации программы ANSYS позволяют оптимизировать фактически любой объект проекта: форму силового элемента, значения напряжений, собственных частот, температур и другие дискретные величины, а не только стоимость проекта или вес конструкции, как в более ограниченном подходе. Технологию оптимизации, реализованную в программе ANSYS, можно использовать при любом виде анализа, и это единственная программа, с помощью которой возможна оптимизация для электромагнитного анализа и связанных физических полей.

Процесс оптимизации помогает пользователю оценивать и анализировать пространство переменных проекта. Инструменты оптимизации включают следующие программные средства: факторный анализ для отслеживания всех точек экстремума в пространстве переменных; градиентный метод, с помощью которого вычисляются градиенты целевой функции и переменных состояния; дискретный метод, т.е. оценка влияния какой-либо одной из переменных проекта, меняющейся в некотором диапазоне. Эти средства дают возможность проводить исследование чувствительности проектного решения на основе информации о производных функций – градиентов зависимых переменных. Используются такие параметры проектной разработки, как переменные проекта, переменные состояния и целевая функция. Эти параметры определяются следующим образом:

Переменные проекта представляют собой те входные параметры проекта, значения которых предполагается менять. К ним обычно относятся такие геометрические параметры, как длина, радиус, радиус галтели и толщина, но это также могут быть дескрипторы (описатели) свойств материалов, местоположений нагрузок или сил связей. Пользователь должен указать минимальные и максимальные значения или величины отклонений для каждой переменной проекта.

Переменные состояния – это характеристики отклика модели, которые используются для оценки проекта на основе установленных пользователем критериев. Типичными переменными состояния являются напряжения, прогибы, температуры и собственные частоты. Для каждой переменной указываются верхние и/или нижние пределы, которые представляют собой инженерные критерии приемлемости проекта.

Целевая функция – единственная переменная, характеризующая проект в целом; представляет собой функцию, минимум которой требуется найти. В качестве целевой функции может быть определена любая величина, которая выражается через параметр программы ANSYS, включая и введенные пользователем формулы (например, соотношение, связывающее радиус галтели и время ее изготовления на станке). К целевым функциям могут относиться суммарный вес, стоимость, масса материала и любые другие подходящие параметры.

Пользователь задает параметризованные исходные данные для начального варианта проекта, переменные проекта, переменные состояния вместе с их предельными значениями и целевую функцию. В процессе оптимизации выбираются новые значения переменных проекта, анализируется новый вариант проекта, оцениваются переменные состояния, а затем результаты используются для повторения всей последовательности действий в попытке минимизировать целевую функцию.

В программе ANSYS используются два метода оптимизации: метод аппроксимации и метод первого порядка.

В первом случае используются аппроксимирующие функции, с помощью которых осуществляется приближенное описание результатов анализа, полученных для предшествующего варианта разработки. Минимум приближенной целевой функции отыскивается методом минимизирующей последовательности, затем создается следующий вариант проекта. Функция цели рассматривается в программе как функция без ограничений – за счет введения штрафных членов, ответственных за ограничения переменных проекта и переменных состояния.

Оптимизация на основе метода первого порядка относится к технологии, которая использует информацию о производных целевой функции – о градиентах зависимых переменных от переменных проекта. Программа определяет градиент и форму функции цели с помощью метода адаптивного спуска. На каждой итерации определяется направление спуска, а величина вектора смещения выбирается таким образом, чтобы минимизировать целевую функцию.

Сопоставление этих двух методов оптимизации показывает, что первый является более эффективным, однако метод первого порядка более надежен. В программе ANSYS реализовано последовательное использование обоих методов. Обычной ситуацией является применение метода аппроксимации для сужения области поиска и последующее использование метода первого порядка для уточнения решения.

В дополнение к традиционным процедурам получения оптимального проекта программа ANSYS предлагает ряд других средств и способов оптимизации. Поскольку имеется возможность параметрического описания расчетной модели с помощью таких геометрических объектов, как отрезки, кривые, поверхности и объемы, то использование средств программы ANSYS для твердотельного моделирования и автоматического перестроения сетки повышает функциональные возможности оптимизации. Параметрическая твердотельная модель позволяет четко управлять геометрией при оптимизации облика разработки. Кроме того, с помощью параметров можно управлять плотностью сетки, варьируя ее от одного цикла проектирования к другому без ухудшения качества.

Другим способом поддерживать высокое качество сетки при оптимизации проекта является использование средств адаптивного перестроения сетки, реализованного в программе ANSYS, для выбора оптимальной конечно-элементной сетки. С помощью этого метода программа автоматически строит и оптимизирует сетку для каждого пробного варианта проекта, перестраивая ее до тех пор, пока не достигается приемлемая погрешность.

16.2 Способы оптимизации в ANSYS

Способы оптимизации помогают пользователю представить и оценить поведение системы в пространстве ее параметров. Поскольку может оказаться, что минимизация целевой функции не обязательна, то при использовании этих средств построение ее не требуется. Перечень доступных способов оптимизации приведен ниже.

Однократный запуск программы состоит в выполнении только одного варианта конечно-элементного расчета перед анализом результатов и принятием решения о дальнейших шагах. Пользователь имеет возможность изучать поведение разрабатываемой системы методом “что, если...”, делая ряд однократных прогонов и задавая новые значения переменных проекта перед каждым таким прогоном.

Случайное варьирование проекта – многократный цикл анализа при случайном изменении переменных проекта на каждом шаге. Пользователь устанавливает предельное количество повторений цикла и желательное число возможных циклов. Этот способ полезен для изучения общего поведения системы и определения числа вариантов проекта при проведении оптимизации.

Дискретный метод состоит в выполнении нескольких последовательных вариантов проекта, начиная с исходного. Характерно, что при этом каждый раз меняется одна переменная проекта в пределах диапазона ее изменения за счет постоянного шага приращения. Этот способ делает возможным общую оценку характера поведения целевой функции и параметров состояния.

Факторный анализ – это статистический способ варьирования проектной разработки при крайних значениях переменных проекта. Метод является родственным технологии, известной как планирование эксперимента, в котором используется двухуровневый, полный факторный и дробный факторный эксперимент. Основной целью является вычисление главных и побочных эффектов для целевой функции и переменных состояния.

Градиентный анализ, когда для исходного варианта проекта вычисляются градиенты целевой функции и переменных состояния по переменным проекта. С помощью этого метода можно изучать локальное поведение проекта, используя графическое представление результатов, что позволяет оценить качество проектной разработки.

16.3 Этапы оптимизации на примере

Основные этапы процесса оптимизации в ANSYS включают в себя:

1. Создание файла с командами ANSYS, включающего параметрическую модель конструкции (например, jobname.ans). В ней с использованием команд *SET, *GET должны быть параметрически заданы переменные проекта, переменные состояния и целевая функция.

2. Создание установочного набора параметров оптимизации. Поскольку данный набор совпадает с переменными, определенными на этапе 1, проще всего осуществить чтение команд файла jobname.ans инструкцией: /INPUT или GUI: Utility Menu> File> Read Input from.
Можно также:

· Прочесть текущее состояние параметрической модели из базы данных командой RESUME 

· Назначить каждый из параметров набора инструкцией *SET

· Прочесть ранее сохраненный набор параметров командой PARRES.

3. Запуск оптимизационного процессора командой /OPT:
GUI: Main Menu>Design Opt.
4. Назначение файла jobname.ans с параметрической моделью для его циклической обработки:

OPANL, Fname, Ext, например OPANL, jobname, ans

GUI: Main Menu>Design Opt>Analysis File>Assign.
5. Описание переменных оптимизации
	OPVAR, Name, Type, MIN, MAX, TOLER

	Name
	Имя переменной 

	Type
	Тип переменной:
DV – переменная проекта;
SV – переменная состояния;
OBJ – целевая функция;
DEL – для удаления переменной из набора.

	MIN, MAX
	Границы диапазона изменения переменной (кроме целевой функции)

	TOLER
	Изменение переменной в цикле, определяющем сходимость процесса поиска оптимального решения. По умолчанию = 1% от диапазона.


GUI: Main Menu>Design Opt>Design Variables,
 Main Menu>Design Opt>Objective, 

Main Menu>Design Opt>State Variables
6. Выбор метода и способа оптимизации:

	OPTYPE, Mname

	Mname
	SUBP – метод аппроксимации. Спецификация метода определяется командой OPSUBP;

FIRST – метод первого порядка. Спецификация метода определяется командой OPFRST;
RAND – случайное варьирование проекта (см. OPRAND);

RUN – однократный запуск программы;

FACT – факторный анализ (см. OPFACT);

GRAD – градиентный анализ (см. OPGRAD); 

SWEEP – дискретный метод (см. OPSWEEP);
USER – определенный пользователем метод (см. OPUSER). 


GUI: Main Menu> Design Opt> Method/Tool
Для настройки опций методов используем команды: OPSUBP, … 
7. Проведение процесса оптимизации:
команда OPEXE или GUI: Main Menu>Design Opt>Run

8. Обработка результатов оптимизации:

осуществляется набором команд – OPLIST, PLVAROPT, XVAROPT, PRVAROPT, OPSEL, OPADD, OPDEL и др.

Пример подбора оптимальной высоты прямоугольного сечения консольной балки

Рассмотрим пример подбора оптимальной высоты прямоугольного сечения консольной балки, доставляющей минимум площади сечения балки при уровне вертикальных перемещений ее конца 
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Содержание файла с параметрической моделью балки u1.ans
Таблица 9
	Команда Ansys
	Комментарий

	/PREP7 
ET,1,BEAM3 
*SET,b,0.05 

*SET,h,0.05 

*SET,l,1.0 
*SET,E,3e09 

*SET,nu,0.33

*set,S,b*h

*set,Iz,b*h*h*h/12

R,1,S,Iz,h,,,, 

UIMP,1,EX,,,E,

UIMP,1,DENS,,,ro, 

UIMP,1,NUXY,,,nu, 
K,1,0,0,0, 
K,2,l,0,0, 
L, 1, 2 

ESIZE,,10, 
LMESH, 1 
FINISH 
/SOLU 
DK,1,,,,0,ALL,,,,,, 
FK,2,FY,-100 
SOLVE 
FINISH 
/POST1 
*get,n1,KP,2,ATTR,NODE

*get,Uy,NODE,n1,U,Y

*set,AUy,abs(Uy)

FINISH 
	Вызов препроцессора 
Определение типа двумерного стержневого элемента

Задание ширины сечения стержня

Задание высоты сечения стержня

Задание длины стержня

Задание модуля упругости материала

Задание коэффициента Пуассона

Вычисление площади сечения

Вычисление момента инерции сечения

Создание набора действительных констант

Coздание набора физических констант

Создание ключевых точек конструкции

Создание линии вдоль стержня

Опция разбиения стержня на 10 элементов

Разбиение линии на элементы

Окончание работы препроцессора

Вызов решателя

Закрепление левого конца стержня

Задание вертикального усилия на правом конце

Решение 

Выход из процессорной части

Вызов основного постпроцессора

Определение параметра n1 с номером узла правой ключевой точки

Определение вертикального перемещения в узле n1

Вычисление модуля перемещения

Выход из постпроцессора


Команды оптимизации проекта и их назначение

Таблица 10
	Команда Ansys
	Комментарий

	/INPUT,'u1','ans',,, 0
	Ввод команд из файла u1.ans

	/OPT
	Запуск оптимизационного процессора

	OPANL,'u1','ans',' '
	Назначение файла u1.ans с параметрической моделью

	OPVAR,H,DV,0.01,0.5,,
	Задание переменной проекта H в диапазоне изменения 
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	OPVAR,AUY,SV,0.0095,0.01,,
	Задание переменной состояния AUY в диапазоне изменения 
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	OPVAR,S,OBJ,,,,
	Задание целевой функции S

	OPTYPE,FIRS
	Определение метода оптимизации: первого порядка

	OPFRST,10,2,1,
	Задание опций метода: максимальное количество итераций-10, шаг – 2%

	OPEXE
	Проведение процесса оптимизации

	OPLIST,ALL,,0
	Вывод информации обо всех шагах процесса


Результаты процесса оптимизации приведены в таблице 11:

Таблица 11
	Переменная
	Тип
	1 шаг
	2 шаг
	3 шаг
	*4 шаг*

	AUY
	SV
	0.21333E-01
	0.12984E-01
	0.99604E-02
	0.99712E-02

	H
	DV
	0.50000E-01
	0.59000E-01
	0.64451E-01
	0.64428E-01

	S
	OBJ
	0.25000E-02
	0.29500E-02
	0.32226E-02
	0.32214E-02
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